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Τηε Χοντινυουσ Ωαϖελετ Τρανσφορµ: Α Πριµερ ψ
Λυσ Αγυιαρ−Χονραριαζ Μαρια ϑοανα Σοαρεσξ
ϑυλψ 12, 2011
Αβστραχτ
Εχονοµιστσ αρε αλρεαδψ φαµιλιαρ ωιτη τηε ∆ισχρετε Ωαϖελετ Τρανσφορµ. Ηοωεϖερ, α βοδψ
οφ ωορκ υσινγ τηε Χοντινυουσ Ωαϖελετ Τρανσφορµ ηασ αλσο βεεν γροωινγ. Ωε προϖιδε α σελφ−
χονταινεδ συµµαρψ ον χοντινυουσ ωαϖελετ τοολσ, συχη ασ τηε Χοντινυουσ Ωαϖελετ Τρανσφορµ, τηε
Χροσσ−Ωαϖελετ, τηε Ωαϖελετ Χοηερενχψ ανδ τηε Πηασε−∆ι⁄ερενχε. Φυρτηερµορε, ωε γενεραλιζε
τηε χονχεπτ οφ σιµπλε χοηερενχψ το Παρτιαλ Ωαϖελετ Χοηερενχψ ανδ Μυλτιπλε Ωαϖελετ Χοηερενχψ,
ακιν το παρτιαλ ανδ µυλτιπλε χορρελατιονσ, αλλοωινγ τηε ρεσεαρχηερ το µοϖε βεψονδ βιϖαριατε αναλψ−
σισ. Φιναλλψ, ωε δεσχριβε τηε Γενεραλιζεδ Μορσε Ωαϖελετσ, α χλασσ οφ αναλψτιχ ωαϖελετσ ρεχεντλψ
προποσεδ. Α υσερ−φριενδλψ τοολβοξ, ωιτη εξαµπλεσ, ισ ατταχηεδ το τηισ παπερ.
Κεψωορδσ: Χοντινυουσ Ωαϖελετ Τρανσφορµ, Χροσσ−Ωαϖελετ Τρανσφορµ, Ωαϖελετ Χοηερενχψ,
Παρτιαλ Ωαϖελετ Χοηερενχψ, Μυλτιπλε Ωαϖελετ Χοηερενχψ, Ωαϖελετ Πηασε−∆ι⁄ερενχε; Εχονοµιχ
υχτυατιονσ.
1 Ιντροδυχτιον
Εχονοµιχ αγεντσ σιµυλτανεουσλψ οπερατε ατ δι⁄ερεντ ηοριζονσ. Φορ εξαµπλε, χεντραλ βανκσ ηαϖε
δι⁄ερεντ οβϕεχτιϖεσ ιν τηε σηορτ ανδ λονγ ρυν, ανδ οπερατε σιµυλτανεουσλψ ατ δι⁄ερεντ φρεθυενχιεσ
(σεε Ραµσεψ ανδ Λαµπαρτ 1998α). Μορε τηαν τηατ, µανψ εχονοµιχ προχεσσεσ αρε τηε ρεσυλτ οφ τηε
αχτιονσ οφ σεϖεραλ αγεντσ, ωηο ηαϖε δι⁄ερεντ τερµ οβϕεχτιϖεσ. Τηερεφορε, εχονοµιχ τιµε σεριεσ αρε αν
αγγρεγατιον οφ χοµπονεντσ οπερατινγ ον δι⁄ερεντ φρεθυενχιεσ. Σεϖεραλ θυεστιονσ αβουτ τηε δατα αρε
χοννεχτεδ το τηε υνδερστανδινγ οφ τηε τιµε σεριεσ βεηαϖιορ ατ δι⁄ερεντ φρεθυενχιεσ.
Φουριερ αναλψσισ αλλοωσ υσ το στυδψ τηε χψχλιχαλ νατυρε οφ α τιµε σεριεσ ιν τηε φρεθυενχψ δοµαιν.
Ιν σπιτε οφ ιτσ υτιλιτψ, ηοωεϖερ, υνδερ τηε Φουριερ τρανσφορµ, τηε τιµε ινφορµατιον οφ α τιµε σεριεσ ισ
λοστ. Βεχαυσε οφ τηισ λοσσ οφ ινφορµατιον, ιτ ισ ηαρδ το διστινγυιση τρανσιεντ ρελατιονσ ορ το ιδεντιφψ
ωηεν στρυχτυραλ χηανγεσ δο οχχυρ. Μορεοϖερ, τηεσε τεχηνιθυεσ αρε ονλψ αππροπριατε φορ τιµε σεριεσ
ωιτη σταβλε στατιστιχαλ προπερτιεσ, ι.ε. στατιοναρψ τιµε σεριεσ.
Λυσ Αγυιαρ−Χονραρια αχκνοωλεδγεσ νανχιαλ συππορτ φροµ Φυνδαο παρα α Χινχια ε α Τεχνολογια, προϕεχτ
∀Οιλ σηοχκσ ανδ τηε Μαχροεχονοµψ: Εχονοµετριχ εστιµατιον, εχονοµιχ µοδελινγ ανδ πολιχψ ιµπλιχατιονσ∀,
ΠΤ∆Χ/ΕΧΟ/64750/2006. Ωε τηανκ τηρεε ανονψµουσ ρεφερεεσ φορ ινσιγητφυλ χοµµεντσ ανδ χριτιχισµσ ασ ωελλ ασ
τηε εδιτορ φορ ηελπφυλ συγγεστιονσ.
ψΤηερε ισ α Ματλαβ τοολβοξ ασσοχιατεδ ωιτη τηισ παπερ, χαλλεδ ΑΣΤοολβοξ, ωηιχη ισ αϖαιλαβλε ατ
ηττπ://σιτεσ.γοογλε.χοµ/σιτε/αγυιαρχονραρια/ϕοανασοαρεσ−ωαϖελετσ.
ζΝΙΠΕ ανδ Εχονοµιχσ ∆επαρτµεντ, Υνιϖερσιτψ οφ Μινηο. Ε−µαιλ: λφαγυιαρ≅εεγ.υµινηο.πτ
ξΝΙΠΕ ανδ ∆επαρτµεντ οφ Ματηεµατιχσ ανδ Αππλιχατιονσ, Υνιϖερσιτψ οφ Μινηο. Ε−µαιλ: ϕσοαρεσ≅µατη.υµινηο.πτ
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Ασ αν αλτερνατιϖε, ωαϖελετ αναλψσισ ηασ βεεν προποσεδ. Ωαϖελετ αναλψσισ περφορµσ τηε εστιµατιον
οφ τηε σπεχτραλ χηαραχτεριστιχσ οφ α τιµε σεριεσ ασ α φυνχτιον οφ τιµε, ρεϖεαλινγ ηοω τηε δι⁄ερεντ
περιοδιχ χοµπονεντσ οφ τηε τιµε σεριεσ χηανγε οϖερ τιµε. Ασ ωε ωιλλ σεε, ονε µαϕορ αδϖανταγε
α⁄ορδεδ βψ τηε ωαϖελετ τρανσφορµ ισ τηε αβιλιτψ το περφορµ νατυραλ λοχαλ αναλψσισ οφ α τιµε σεριεσ:
τηε ωαϖελετ στρετχηεσ ιντο α λονγ φυνχτιον το µεασυρε τηε λοω φρεθυενχψ µοϖεµεντσ, ανδ ιτ χοµπρεσσεσ
ιντο α σηορτ φυνχτιον το µεασυρε τηε ηιγη φρεθυενχψ µοϖεµεντσ.
Τηε πιονεερινγ ωορκ οφ Ραµσεψ ανδ Λαµπαρτ (1998α ανδ 1998β) ανδ Ραµσεψ (1999 ανδ 2002)
ωασ φολλοωεδ βψ Γεναψ, Σελυκ ανδ Β. Ωιτηχηερ (2001α, 2001β ανδ 2005), Ωονγ, Ιπ, Ξιε ανδ Λυι
(2003), Χοννορ ανδ Ροσσιτερ (2005), Φερνανδεζ (2005) ανδ Γαλλεγατι ανδ Γαλλεγατι (2007), αµονγ
οτηερσ. Αλλ τηεσε ωορκσ, ηοωεϖερ, ηαϖε ονε χοµµον χηαραχτεριστιχ. Τηεψ αλλ ρελψ ον τηε δισχρετε
ωαϖελετ τρανσφορµ (∆ΩΤ).1
Μορε ρεχεντλψ, τοολσ ασσοχιατεδ ωιτη τηε χοντινυουσ ωαϖελετ τρανσφορµ (ΧΩΤ) αρε βεχοµινγ
µορε ωιδελψ υσεδ. Ραιηαν, Ωεν ανδ Ζενγ (2005), ϑαγρι∝χ ανδ Οϖιν (2004), Χροωλεψ ανδ Μαψεσ
(2008), Αγυιαρ−Χονραρια, Αζεϖεδο ανδ Σοαρεσ (2008), Βαυβεαυ ανδ Χαζελλεσ (2009), Ρυα ανδ Νυνεσ
(2009), Ρυα (2010) ανδ Αγυιαρ−Χονραρια ανδ Σοαρεσ (2011α ανδ β); προϖιδε σοµε εξαµπλεσ οφ υσεφυλ
εχονοµιχ αππλιχατιονσ οφ τηεσε τοολσ. Ιν ηισ ρεϖιεω, Χροωλεψ (2007) αλσο ινχλυδεσ αν ιντροδυχτιον το
τηε χοντινυουσ ωαϖελετ τρανσφορµ.2
Ασ ιτ ωιλλ βεχοµε χλεαρ, τηε χοντινυουσ ωαϖελετ τρανσφορµ µαπσ τηε οριγιναλ τιµε σεριεσ, ωηιχη
ισ α φυνχτιον οφ ϕυστ ονε ϖαριαβλε  τιµε  ιντο α φυνχτιον οφ τωο ϖαριαβλεσ  τιµε ανδ φρεθυενχψ,
προϖιδινγ ηιγηλψ ρεδυνδαντ ινφορµατιον. Τηισ συγγεστσ τηατ ιτ µιγητ βε ποσσιβλε το χοµπυτε τηε
ωαϖελετ τρανσφορµ φορ ϕυστ α ∀χαρεφυλ∀ σελεχτιον οφ ϖαλυεσ οφ τηε φρεθυενχψ ανδ τιµε παραµετερσ ανδ
στιλλ νοτ λοοσε ανψ ινφορµατιον (βψ τηισ ωε µεαν τηατ ιτ ισ ποσσιβλε το ρεχοϖερ τηε οριγιναλ τιµε σεριεσ
φροµ ιτσ τρανσφορµ). Τηισ ισ βασιχαλλψ τηε ιδεα οφ τηε ∆ΩΤ: ωε ϕυστ χοµπυτε τηε τρανσφορµ φορ α ϖερψ
σπεχιαλ δισχρετε χηοιχε οφ τηε παραµετερ ϖαλυεσ φορ τιµε ανδ φρεθυενχψ. Τηισ λεαδσ το α ϖερψ σιµπλε
ανδ ε′χιεντ ιτερατιϖε σχηεµε το χοµπυτε τηε τρανσφορµ. Τηε σιµπλιχιτψ, εασε οφ ιµπλεµεντατιον
ανδ, µοστ οφ αλλ, ιτσ ϖερψ λοω χοµπυτατιοναλ ε⁄ορτ ϕυστιεσ τηε ποπυλαριτψ οφ τηε ∆ΩΤ. Αλσο, τηε
∆ΩΤ ισ ϖερψ υσεφυλ ωηεν ουρ µαιν χονχερν ισ το χοµπρεσσ ινφορµατιον, ασ ιτ ισ ϖερψ οφτεν τηε χασε
ιν σιγναλ ορ ιµαγε προχεσσινγ. Τηε µοστ χοµµον τρανσφορµ αµονγ εχονοµιστσ ισ προβαβλψ τηε σο−
χαλλεδ ΜΟ∆ΩΤ (µαξιµυµ οϖερλαπ δισχρετε ωαϖελετ τρανσφορµ). Τηε ΜΟ∆ΩΤ χαν βε σεεν ασ α
κινδ οφ χοµπροµισε βετωεεν τηε ∆ΩΤ ανδ τηε ΧΩΤ; ιτ ισ α ρεδυνδαντ τρανσφορµ, βεχαυσε ωηιλε
ιτ ισ ε′χιεντ ωιτη τηε φρεθυενχψ παραµετερσ ιτ ισ νοτ σελεχτιϖε ωιτη τηε τιµε παραµετερσ, βυτ νοτ ασ
ρεδυνδαντ ασ τηε ΧΩΤ. Τηε ρεδυνδανχψ οφ τηε ΧΩΤ ηασ α πριχε  εσσεντιαλλψ, τηε πριχε ισ παιδ
ιν χοµπυτατιοναλ τιµε  βυτ ιτ ηασ αλσο σοµε αδϖανταγεσ. Ονε οφ τηε αδϖανταγεσ λιεσ ον τηε φαχτ
τηατ ιτ γιϖεσ υσ α λαργε φρεεδοµ ιν σελεχτινγ ουρ ωαϖελετσ, ωηιλστ τηισ χηοιχε ισ µορε λιµιτεδ ιν τηε
δισχρετε σεττινγ. Βυτ, µοστ οφ αλλ, ιν ουρ οπινιον, τηε ρεδυνδανχψ µακεσ ιτ µυχη εασιερ το ιντερπρετ
τηε ρεσυλτσ οβταινεδ ανδ το δραω χονχλυσιονσ φροµ τηε δατα. Τηε πιχτυρεσ οβταινεδ ωιτη τηε ΧΩΤ
αρε µυχη εασιερ το ιντερπρετ τηαν τηε ρεσυλτσ οβταινεδ ωιτη τηε ∆ΩΤ. Ηενχε, ιφ ωε αρε νοτ χονχερνεδ
ωιτη χοµπρεσσιον, βυτ, ινστεαδ, ουρ µαιν πυρποσε ισ το αναλψζε δατα το δισχοϖερ παττερνσ ορ ηιδδεν
ινφορµατιον, τηεν ρεδυνδανχψ µαψ βε ηελπφυλ, ανδ τηε ΧΩΤ χαν βε υσεδ ωιτη αδϖανταγε. Ωιτη τηε
1Φορ αν εξχελλεντ ρεϖιεω ον δισχρετε ωαϖελετ αππλιχατιονσ ιν εχονοµιχσ, σεε Χροωλεψ (2007).
2Χροωλεψ (2010) προϖιδεσ αν αχχουντ νοτ ονλψ ον δισχρετε ανδ χοντινυουσ ωαϖελετσ βυτ αλσο ον οτηερ τιµε−φρεθυενχψ
τοολσ, ναµελψ τηε Ηιλβερτ−Ηυανγ Τρανσφορµ ανδ τηε εµπιριχαλ µοδε δεχοµποσιτιον.
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αδϖανχε οφ χοµπυτερ φαχιλιτιεσ ανδ τηε αϖαιλαβιλιτψ οφ υσερ−φριενδλψ τοολβοξεσ το χοµπυτε τηε ΧΩΤ,
τηισ τρανσφορµ ωιλλ χερταινλψ βεχοµε µορε ανδ µορε ποπυλαρ αµονγ τηε εχονοµιστσ.
Υνφορτυνατελψ, ωε δο νοτ νδ α γοοδ σινγλε ρεφερενχε φορ σοµεονε ωαντινγ το υσε (χοντινυουσ)
ωαϖελετ τοολσ, συχη ασ: τηε χοντινυουσ ωαϖελετ τρανσφορµ, τηε χροσσ−ωαϖελετ τρανσφορµ, τηε ωαϖελετ
χοηερενχψ ανδ τηε ωαϖελετ πηασε−δι⁄ερενχε. Νοτ ονλψ τηε τηεορετιχ φουνδατιονσ αρε σχαττερεδ αµονγ
σεϖεραλ παπερσ ανδ βοοκσ, βυτ αλσο µοστ χοδεσ φρεελψ αϖαιλαβλε ιµπλψ ριγιδ ασσυµπτιονσ, ωηιχη δο
νοτ γιϖε µυχη φρεεδοµ οφ χηοιχε το τηε ρεσεαρχηερ. Φορ εξαµπλε, αλλ τηε ωορκσ χιτεδ ιν τηε πρεϖιουσ
παραγραπη µακε υσε οφ τηε Μορλετ ωαϖελετ ανδ µοστ οφ τηε χοδεσ δο νοτ προϖιδε µανψ αλτερνατιϖεσ
το τηε υσε οφ τηισ παρτιχυλαρ ωαϖελετ.
Αλλ τηισ ηελπσ το εξπλαιν ωηψ χοντινυουσ ωαϖελετσ αρε νοτ ασ ποπυλαρ ιν Εχονοµιχσ ασ τηε δισχρετε
ωαϖελετ τρανσφορµ. Ανοτηερ ποσσιβλε εξπλανατιον ισ τηατ τηε τεχηνιθυεσ ασσοχιατεδ ωιτη ∆ΩΤ (ανδ
ΜΟ∆ΩΤ, φορ τηατ µαττερ) ρεσεµβλε µορε τηε τραδιτιοναλ τιµε σεριεσ τοολσ. Ε.γ. Γαλλεγατι ανδ
Γαλλεγατι (2007) υσε ΜΟ∆ΩΤ το δεχοµποσε τηε Ινδυστριαλ Προδυχτιον οφ τηε Γ−7 χουντριεσ σινχε
1961 ιν σεϖεραλ σχαλεσ (φρεθυενχιεσ). Τηεν, το αναλψζε τηε εϖολυτιον οφ τηε ϖολατιλιτψ οφ ρεαλ εχονοµιχ
αχτιϖιτψ, τηεψ εστιµατε τηε ωαϖελετ ϖαριανχε ατ εαχη σχαλε, φορ εαχη δεχαδε σεπαρατελψ. Τηισ αλλοωσ τηε
ρεσεαρχηερ το υσε ωαϖελετσ ανδ, ατ τηε σαµε τιµε, ηαϖε α φοοτ ον τηε τραδιτιοναλ τιµε σεριεσ µετηοδσ.
Ασ Ψογο (2008) ηασ σηοων, µυλτιρεσολυτιον ωαϖελετ αναλψσισ, ωηιχη χαν ϖερψ εασιλψ βε περφορµεδ
ωιτη ∆ΩΤ, αλλοωσ τηε δεχοµποσιτιον οφ α τιµε σεριεσ ιντο τρενδ, χψχλε, ανδ νοισε. Τηε χψχλιχαλ
χοµπονεντ οφ τηε ωαϖελετ−λτερεδ σεριεσ χλοσελψ ρεσεµβλεσ τηε σεριεσ λτερεδ βψ τηε Βαξτερ ανδ Κινγ
(1999) βανδπασσ λτερ. Μορε ιµπορταντλψ, ωηεν α ρεσεαρχηερ υσεσ τηε ∆ΩΤ ηε/σηε µαψ ηαϖε τηε
φεελινγ τηατ µυλτιϖαριατε τοολσ αρε βεινγ υσεδ. Φορ εξαµπλε, Ραµσεψ ανδ Λαµπαρτ (1998α ανδ 1998β)
υσε ∆ΩΤ το ινδιϖιδυαλλψ αναλψζε σεϖεραλ τιµε σεριεσ (ονε εαχη τιµε), ωηοσε δεχοµποσιτιονσ αρε τηεν
στυδιεδ υσινγ τραδιτιοναλ τιµε−δοµαιν µετηοδσ, συχη ασ Γρανγερ χαυσαλιτψ τεστσ. Ηοωεϖερ, ιν ρεαλιτψ,
ωαϖελετσ ωερε νοτ υσεδ το δο µυλτιϖαριατε αναλψσισ.
Ωηιτχηερ, Γυττορπ, Περχιϖαλ (2000), Γαλλεγατι (2008)  υσινγ τηε ΜΟ∆ΩΤ  ανδ Χροωλεψ,
Μαψεσ ανδ Μαραυν (2006), Χροωλεψ ανδ Μαψεσ (2008) ανδ Αγυιαρ−Χονραρια ετ αλ. (2008 ανδ 2011α
ανδ β)  υσινγ ΧΩΤ  ηαϖε αππλιεδ χροσσ−ωαϖελετ αναλψσισ το υνχοϖερ τιµεφρεθυενχψ ιντεραχτιονσ
βετωεεν τωο εχονοµιχ τιµε σεριεσ. Στιλλ, µοστ συρελψ, ωαϖελετσ ωιλλ νοτ βεχοµε ϖερψ ποπυλαρ ιν
εχονοµιχσ υντιλ α χονχεπτ αναλογουσ το τηε σπεχτραλ παρτιαλ−χοηερενχε ισ δεϖελοπεδ. Τηισ ισ ονε οφ
τηε χοντριβυτιονσ οφ τηισ παπερ: το δεϖελοπ τηε χονχεπτσ οφ ωαϖελετ µυλτιπλε χοηερενχψ ανδ ωαϖελετ
παρτιαλ χοηερενχψ. Ωε σηουλδ νοτε τηατ Χροωλεψ, Μαψεσ ανδ Μαραυν (2006α ανδ β) ανδ Χροωλεψ
(2007) ηαϖε αλσο σοµε ωορκ ον τηισ διρεχτιον. Ιν τηειρ χασε τηεψ υσε µυλτιϖαριατε σπεχτραλ αναλψσισ
υσινγ Ηιλβερτ ωαϖελετ παιρσ, οριγιναλλψ προποσεδ βψ Χραιγµιλε ανδ Ωηιτχηερ (2004).
Τηισ παπερ ηασ ϖε µαιν πυρποσεσ: (1) το γιϖε α σελφ−χονταινεδ συµµαρψ ον τηε µοστ ρελεϖαντ
τηεορετιχαλ ρεσυλτσ ον χοντινυουσ ωαϖελετ αναλψσισ, (2) το ιντροδυχε τηε χονχεπτσ οφ ωαϖελετ µυλτιπλε
χοηερενχψ ανδ ωαϖελετ παρτιαλ χοηερενχψ, (3) το ιντροδυχε τηε εχονοµιστ το α νεω φαµιλψ οφ ωαϖελετσ
τηατ ηαϖε σοµε δεσιραβλε χηαραχτεριστιχσ ανδ τηατ σοµε αυτηορσ βελιεϖε το ηαϖε τηε ποτεντιαλ το
βεχοµε ασ ποπυλαρ ασ τηε Μορλετ ωαϖελετ, (4) το δεσχριβε ηοω τηε τρανσφορµσ χαν βε ιµπλεµεντεδ ιν
πραχτιχε, ανδ (5) το προϖιδε α υσερ−φριενδλψ Ματλαβ τοολβοξ ιµπλεµεντινγ τηε ρεφερρεδ ωαϖελετ τοολσ,
ωηιχη τηε ρεσεαρχηερ χαν φρεελψ υσε ανδ αδαπτ το ηισ/ηερ οων ρεσεαρχη.
Τηισ παπερ προχεεδσ ασ φολλοωσ. Ιν Σεχτιον 2, ωε δεσχριβε τηε χοντινυουσ ωαϖελετ τρανσφορµ. Ωε
αλσο δεσχριβε σοµε οφ τηε χηαραχτεριστιχσ οφ τηε Μορλετ ωαϖελετ, ρεσπονσιβλε φορ ιτσ ποπυλαριτψ ανδ α
3
νεω χλασσ οφ αναλψτιχ ωαϖελετσ, τηε γενεραλιζεδ Μορσε ωαϖελετσ (ΓΜΩσ), τηατ χαν ποτεντιαλλψ βεχοµε
ασ υσεφυλ ασ τηε Μορλετ ωαϖελετ.3 Ιν Σεχτιον 3, ωε ιντροδυχε τηε χροσσ−ωαϖελετ τοολσ, ωηιχη ινχλυδε
τηε χροσσ−ωαϖελετ ποωερ, ωαϖελετ χοηερενχψ ανδ πηασε−δι⁄ερενχε. Σεχτιον 4 εξτενδσ τηε χονχεπτσ
οφ Σεχτιον 3 το α µυλτιϖαριατε σεττινγ. Ιν εαχη σεχτιον, ωε χονστρυχτ αν εξαµπλε το µοτιϖατε ανδ
ιλλυστρατε ηοω το αππλψ ανδ ιντερπρετ τηε δεσχριβεδ ωαϖελετ τοολσ. Σεχτιον 5 συµµαριζεσ σοµε οφ τηε
ρεσυλτσ αλρεαδψ οβταινεδ ιν τερµσ οφ σιγνιχανχε τεστινγ. Ιν σεχτιον 6, ωε προϖιδε τηρεε αππλιχατιονσ
ωιτη ρεαλ δατα. Ιν ονε οφ τηεµ, ωε σηοω εϖιδενχε τηατ χορροβορατεσ τηε αργυµεντσ οφ Βλανχηαρδ ανδ
Σιµον (2001) αβουτ τηε Γρεατ Μοδερατιον, ωηο ηαϖε αργυεδ τηατ τηε Γρεατ Μοδερατιον σταρτεδ ωελλ
βεφορε 1983. Ιν τηε σεχονδ αππλιχατιον, ωιτη τηε ηελπ οφ χροσσ ωαϖελετ αναλψσισ, ωε στυδψ σψνχηρονισµ
ιν ιντερνατιοναλ στοχκ µαρκετ ρετυρνσ. Φιναλλψ, ωε ωιλλ ιλλυστρατε τηε υσεφυλνεσσ οφ ηιγηερ ορδερ ωαϖελετ
τοολσ, συχη ασ τηε παρτιαλ ωαϖελετ χοηερενχιεσ ανδ τηε παρτιαλ πηασε−δι⁄ερενχε, το στυδψ τηε λινκαγεσ
βετωεεν οιλ πριχεσ ανδ τηε στοχκ µαρκετσ αφτερ χοντρολλινγ φορ σοµε οτηερ µαχροεχονοµιχ ϖαριαβλεσ.
Σεχτιον 7 χονχλυδεσ. Ιν αππενδιξ Α, ωε δεσχριβε ηοω το αδαπτ τηε τηεορψ ιν ορδερ το ιµπλεµεντ ιτ
χοµπυτατιοναλλψ ανδ ωε ινχλυδε σοµε προοφσ οµιττεδ ιν τηε µαιν τεξτ. Ιν αππενδιξ Β, ωε γιϖε α
βριεφ δεσχριπτιον οφ σοµε σοφτωαρε παχκαγεσ ανδ ωε δεσχριβε ουρ τοολβοξ, τηε ΑΣΤοολβοξ, ασ ωελλ ασ
σοµε οφ ουρ χοµπυτατιοναλ χηοιχεσ.
2 Ωαϖελετ Αναλψσισ
2.1 Εξαµπλε 1: Μοτιϖατιον
Ωε σταρτ ωιτη αν εξαµπλε τηατ αππλιεσ τηε τοολσ τηατ ωιλλ βε εξπλαινεδ λατερ ον. Ωε ρεαλιζε τηατ τηισ
ισ αν υνορτηοδοξ ωαψ το σταρτ α παπερ, βυτ ωε ηοπε τηατ τηισ ωιλλ ηελπ το µοτιϖατε τηε ρεαδερ το
ινϖεστ σοµε τιµε ιν τηε ρεστ οφ τηε παπερ.
Τηε µοστ χοµµον αργυµεντ το ϕυστιφψ τηε υσε οφ ωαϖελετ αναλψσισ οϖερ σπεχτραλ αναλψσισ ισ τηε
ποσσιβιλιτψ οφ τραχινγ τρανσιτιοναλ χηανγεσ αχροσσ τιµε. Ιτ ισ ασ ιφ ωε αρε εστιµατινγ τηε ποωερ σπεχτρυµ
ασ α φυνχτιον οφ τιµε. Το ιλλυστρατε τηισ, χονσιδερ τηε φολλοωινγ ηιγηλψ στψλιζεδ εξπεριµεντ ωιτη
σιµυλατεδ δατα. Ωε γενερατε 50 ψεαρσ οφ µοντηλψ δατα αχχορδινγ το τηε φολλοωινγ δατα γενερατινγ
προχεσσ:
ψτ = χοσ

2
π1
τ

+ χοσ

2
π2
τ

;+∀τ τ =
1
12
;
2
12
; : : : ; 50; (1)
ωηερε π1 = 10 ανδ π2 = 5, ιφ 20  τ  30, ανδ π2 = 3, οτηερωισε.
Φορµυλα (1) τελλσ υσ τηατ τηε τιµε σεριεσ ψτ ισ τηε συµ οφ τωο περιοδιχ χοµπονεντσ.
4 Τηε ρστ
περιοδιχ χοµπονεντ ρεπρεσεντσ α 10 ψεαρ χψχλε, ωηιλε τηε σεχονδ περιοδιχ χοµπονεντ σηοωσ σοµε
τρανσιεντ δψναµιχσ. Ιν τηε βεγιννινγ, ιτ ρεπρεσεντσ α 3 ψεαρ χψχλε τηατ, τεµποραριλψ, χηανγεσ το α 5
ψεαρ χψχλε βετωεεν τηε σεχονδ ανδ τηε τηιρδ δεχαδεσ.
Τηισ χηανγε ιν τηε δψναµιχσ ισ νεαρλψ ιµποσσιβλε το σποτ ιν Φιγυρε 1 (α). Φυρτηερµορε, ιφ ωε
υσε τηε τραδιτιοναλ σπεχτραλ αναλψσισ, τηε ινφορµατιον ον τηε τρανσιεντ δψναµιχσ ισ χοµπλετελψ λοστ,
3Ωε αργυε τηατ ωηιλε τηε Μορλετ ωαϖελετσ ρεπρεσεντ τηε βεστ χοµπροµισε βετωεεν φρεθυενχψ ανδ τιµε λοχαλιζατιον,
ΓΜΩσ αλλοω φορ µορε εξιβιλιτψ, ωηιχη χαν βε υσεφυλ ιφ τηε ρεσεαρχηερ ισ σπεχιχαλλψ ιντερεστεδ ιν ηαϖινγ α βεττερ
φρεθυενχψ ορ τιµε λοχαλιζατιον.
4Αλτηουγη ηιγηλψ στψλιζεδ, τηισ φορµυλατιον ισ νοτ ασ ρεστριχτιϖε ασ ιτ µαψ σεεµ. Αν αυτορεγρεσσιϖε προχεσσ οφ ορδερ
2, ορ ηιγηερ, ωιτη αν οσχιλλατορψ βεηαϖιορ, ωιλλ ηαϖε α σολυτιον τηατ ινϖολϖεσ σινεσ ανδ χοσινεσ. Ωε, τηερεφορε, χουλδ
ηαϖε γενερατεδ σιµιλαρ τιµε σεριεσ υσινγ τηε µορε χοµµον αυτο ρεγρεσσιϖε προχεσσ. Ωε χηοσε το εξπλιχιτλψ ηαϖε α χοσινε
βεχαυσε τηε περιοδ οφ τηε οσχιλλατιον ισ οβσερϖεδ διρεχτλψ.
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Φιγυρε 1: (α) ψτ = χοσ(2π1 τ) + χοσ(
2
π2
τ) + ∀τ. (β) Ωαϖελετ ποωερ σπεχτρυµ οφ ψτ.Τηε χονε οφ ινυενχε, ωηιχη
ινδιχατεσ τηε ρεγιον α⁄εχτεδ βψ εδγε ε⁄εχτσ, ισ σηοων ωιτη α τηιχκ βλαχκ λινε. Τηε χολορ χοδε φορ ποωερ ρανγεσ
φροµ βλυε (λοω ποωερ) το ρεδ (ηιγη ποωερ). Τηε ωηιτε λινεσ σηοω τηε µαξιµα οφ τηε υνδυλατιονσ οφ τηε ωαϖελετ
ποωερ σπεχτρυµ. (χ) Γλοβαλ ωαϖελετ ποωερ σπεχτρυµ − αϖεραγε ωαϖελετ ποωερ φορ εαχη φρεθυενχψ. (δ) Φουριερ
ποωερ σπεχτραλ δενσιτψ.
ασ ωε χαν σεε ιν Φιγυρε 1 (δ). Τηε ποωερ σπεχτραλ δενσιτψ εστιµατε ισ αβλε το χαπτυρε βοτη τηε
3−ψεαρ ανδ τηε 10−ψεαρ χψχλεσ5 βυτ ιτ χοµπλετελψ φαιλσ το χαπτυρε τηε 5−ψεαρ χψχλε τηατ οχχυρρεδ ιν τηε
20σ. Χοµπαρινγ ωιτη Φιγυρε 1 (χ), ωε οβσερϖε τηατ σπεχτραλ αναλψσισ γιϖεσ υσ εσσεντιαλλψ τηε σαµε
ινφορµατιον ασ τηε γλοβαλ ωαϖελετ ποωερ σπεχτρυµ, ωηιχη ισ αν αϖεραγε, αχροσσ τιµε, οφ τηε ωαϖελετ
ποωερ σπεχτρυµ.6
Ον τηε οτηερ ηανδ, Φιγυρε 1 (β) σηοωσ τηε ωαϖελετ ποωερ σπεχτρυµ ιτσελφ. Ον τηε ηοριζονταλ
αξισ, ωε ηαϖε τηε τιµε διµενσιον. Τηε ϖερτιχαλ αξισ γιϖεσ υσ τηε περιοδσ. Τηε ποωερ ισ γιϖεν βψ τηε
χολορ. Τηε χολορ χοδε φορ ποωερ ρανγεσ φροµ βλυε (λοω ποωερ) το ρεδ (ηιγη ποωερ). Ρεγιονσ ωιτη
ωαρµ χολορσ ρεπρεσεντ αρεασ οφ ηιγη ποωερ. Τηε ωηιτε λινεσ σηοω τηε µαξιµα οφ τηε υνδυλατιονσ
οφ τηε ωαϖελετ ποωερ σπεχτρυµ, τηερεφορε γιϖινγ υσ αν εστιµατε οφ τηε χψχλε περιοδ. Ωε οβσερϖε α
ωηιτε λινε ον περιοδ 10 αχροσσ αλλ τιµεσ, µεανινγ τηατ τηερε ισ α περµανεντ χψχλε οφ τηισ περιοδ.
5Ωε χονϖερτεδ φρεθυενχιεσ ιντο περιοδ χψχλεσ.
6 Ιν αλλ ουρ εξαµπλεσ ανδ απλιχατιονσ, ωε υσε τηε Μορλετ Ωαϖελετ ωιτη !0 = 6: Σεε συβσεχτιον 2.9.
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Βοτη τηε ρεδ χολορ ανδ τηε βλαχκ χοντουρ τελλ υσ τηατ τηισ χψχλε ισ στρονγ ανδ στατιστιχαλλψ σιγνιχαντ.
Ωε αρε αβλε το σποτ τηε τηρεε ψεαρ περιοδ χψχλε τηατ οχχυρσ βετωεεν τιµε ζερο ανδ 20 ανδ, αγαιν,
βετωεεν τιµε 30 ανδ 50. Φιναλλψ, ωε αρε αλσο αβλε το σποτ α ψελλοω ρεγιον βετωεεν τιµε 20 ανδ 30,
ωιτη τηε ωηιτε στριπεσ ιδεντιφψινγ τηε χψχλε οφ περιοδ ϖε. Τηισ µεανσ τηατ α χψχλε οφ ρουγηλψ 5−ψεαρ
περιοδιχιτψ, ρελατιϖελψ ιµπορταντ ιν εξπλαινινγ τηε τοταλ ϖαριανχε οφ τηε τιµε σεριεσ ανδ τακινγ πλαχε
βετωεεν ψεαρ 20 ανδ 30, ωασ ηιδδεν βψ τηε Φουριερ ποωερ σπεχτρυµ εστιµατε.
Φιγυρε 1 (β) χλεαρλψ ιλλυστρατεσ τηε βιγ αδϖανταγε οφ ωαϖελετ αναλψσισ οϖερ σπεχτραλ αναλψσισ. Ωηιλε
τηε Φουριερ τρανσφορµ ισ σιλεντ αβουτ χηανγεσ τηατ ηαππεν αχροσσ τιµε, ωιτη ωαϖελετσ ωε αρε αβλε
το εστιµατε τηε ποωερ σπεχτρυµ ασ α φυνχτιον οφ τιµε ανδ, τηερεφορε, ωε δο νοτ λοοσε τηε τιµε
διµενσιον. Τηε ωαϖελετ ποωερ σπεχτρυµ ισ αβλε το χαπτυρε νοτ ονλψ τηε 3−ψεαρ ανδ 10−ψεαρ χψχλεσ,
βυτ αλσο το χαπτυρε τηε χηανγε τηατ οχχυρρεδ βετωεεν ψεαρσ 20 ανδ 30.
2.2 Νοτατιονσ ανδ Χονϖεντιονσ
Ιν ωηατ φολλοωσ, Λ2 (Ρ) δενοτεσ τηε σετ οφ σθυαρε ιντεγραβλε φυνχτιονσ, ι.ε. τηε σετ οφ φυνχτιονσ
δενεδ ον τηε ρεαλ λινε ανδ σατισφψινγ
Ρ1
 1 ϕξ(τ)ϕ2 δτ < 1;ωιτη τηε υσυαλ ιννερ προδυχτ ηξ; ψι :=Ρ1
 1 ξ(τ)ψ
(τ)δτ ανδ ασσοχιατεδ νορµ κξκ := ηξ; ξι 12 : Ηερε, ανδ ιν ωηατ φολλοωσ, τηε αστερισκ συπερ−
σχριπτ ισ υσεδ το δενοτε χοµπλεξ χονϕυγατιον ανδ := µεανσ ∀βψ δενιτιον∀. Σινχε τηε (σθυαρεδ)
νορµ οφ ξ(τ), κξ(τ)κ2 = Ρ1 1 ϕξ(τ)ϕ2δτ ισ υσυαλλψ ρεφερρεδ το ασ τηε ενεργψ οφ ξ, τηε σπαχε Λ2 (Ρ) ισ
αλσο κνοων ασ τηε σπαχε οφ νιτε ενεργψ φυνχτιονσ.
Ιν τηεσε νοτεσ, ωε αλωαψσ υσε τηε χονϖεντιον γ(τ)∃ Γ(!) το δενοτε α Φουριερ παιρ, ι.ε. ωε δενοτε
βψ τηε χορρεσπονδινγ χαπιταλ λεττερ τηε Φουριερ τρανσφορµ οφ α γιϖεν φυνχτιον. Ηενχε, ιφ ξ(τ) 2 Λ2 (Ρ),
Ξ(!) ωιλλ δενοτε ιτσ Φουριερ τρανσφορµ, ηερε δενεδ ασ Ξ(!) :=
Ρ1
 1 ξ(τ)ε
 ι!τδτ:7
Τηε ωελλ−κνοων Παρσεϖαλ ρελατιον, ηξ(τ); ψ(τ)ι = 12 ηΞ(!); Ψ (!)ι; ϖαλιδ φορ αλλ ξ(τ); ψ(τ) 2 Λ2 (Ρ) ;
ισ αν ιµπορταντ ρεσυλτ φροµ ωηιχη τηε Πλανχηερελ ιδεντιτψ ιµµεδιατελψ φολλοωσ κξ(τ)κ2 = 12 κΞ(!)κ2 :
2.3 Ωαϖελετσ
Τηε µινιµυµ ρεθυιρεµεντ ιµποσεδ ον α φυνχτιον  (τ) 2 Λ2 (Ρ) το θυαλιφψ φορ βεινγ α µοτηερ
(αδµισσιβλε ορ αναλψζινγ) ωαϖελετ ισ τηατ ιτ σατισεσ α τεχηνιχαλ χονδιτιον, υσυαλλψ ρεφερρεδ το ασ τηε
αδµισσιβιλιτψ χονδιτιον, ωηιχη ρεαδσ ασ φολλοωσ:
0 < Χ :=
Ζ 1
 1
ϕ	(!)ϕ
ϕ!ϕ δ! <1; (2)
σεε ∆αυβεχηιεσ (1992). Τηε χονσταντ Χ αβοϖε ισ χαλλεδ τηε αδµισσιβιλιτψ χονσταντ.
Ωε σηουλδ ποιντ ουτ τηατ τηε σθυαρε ιντεγραβιλιτψ οφ  (τ) ισ α ϖερψ µιλδ δεχαψ χονδιτιον ανδ
τηατ, ιν πραχτιχε, µυχη µορε στρινγεντ χονδιτιονσ αρε ιµποσεδ. Ιν φαχτ, φορ τηε πυρποσε οφ προϖιδινγ
α υσεφυλ τιµε−φρεθυενχψ λοχαλιζατιον, τηε ωαϖελετ µυστ βε α ρεασοναβλε ωελλ λοχαλιζεδ φυνχτιον, βοτη
ιν τηε τιµε δοµαιν ασ ωελλ ασ ιν τηε φρεθυενχψ δοµαιν. Φορ φυνχτιονσ ωιτη συ′χιεντ δεχαψ, ιτ τυρνσ
7Ωιτη τηε αβοϖε χονϖεντιον οφ τηε Φουριερ Τρανσφορµ, ! ισ αν ανγυλαρ (ορ ραδιαν) φρεθυενχψ. Τηε ρελατιον το τηε
µορε χοµµον Φουριερ φρεθυενχψ φ ισ γιϖεν βψ φ = !
2
:
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Φιγυρε 2: Α τψπιχαλ ωαϖελετ
ουτ τηατ τηε αδµισσιβιλιτψ χονδιτιον (2) ισ εθυιϖαλεντ το ρεθυιρινγ τηατ
	(0) =
Ζ 1
 1
 (τ)δτ = 0; (3)
αγαιν, σεε ∆αυβεχηιεσ (1992). Τηισ µεανσ τηατ τηε φυνχτιον  ηασ το ωιγγλε υπ ανδ δοων τηε
τ αξισ, ι.ε. ιτ µυστ βεηαϖε λικε α ωαϖε; τηισ, τογετηερ ωιτη τηε ασσυµεδ δεχαψινγ προπερτψ, ϕυστιεσ
τηε χηοιχε οφ τηε τερµ ωαϖελετ (οριγιναλλψ, ιν Φρενχη, ονδελεττε) το δεσιγνατε   Φιγυρε 2. Ιτ ισ τηισ
προπερτψ τηατ αλλοωσ φορ αν ε⁄εχτιϖε λοχαλιζατιον ιν βοτη τιµε ανδ φρεθυενχψ, χοντραρψ το τηε Φουριερ
τρανσφορµ, ωηιχη δεχοµποσεσ τηε σιγναλ ιν τερµ οφ σινεσ ανδ χοσινεσ, ι.ε. ιννιτε δυρατιον ωαϖεσ.
2.4 Τηε Χοντινυουσ Ωαϖελετ Τρανσφορµ
Σταρτινγ ωιτη α µοτηερ ωαϖελετ  , α φαµιλψ  ;σ οφ ωαϖελετ δαυγητερσ∀ χαν βε οβταινεδ βψ σιµπλψ
σχαλινγ ανδ τρανσλατινγ  :
 ;σ(τ) :=
1π
ϕσϕ 

τ  
σ

, σ;  2 Ρ; σ 6= 0; (4)
ωηερε σ ισ α σχαλινγ ορ διλατιον φαχτορ τηατ χοντρολσ τηε ωιδτη οφ τηε ωαϖελετ ανδ  ισ α τρανσλατιον
παραµετερ χοντρολλινγ τηε λοχατιον οφ τηε ωαϖελετ. Σχαλινγ α ωαϖελετ σιµπλψ µεανσ στρετχηινγ ιτ (ιφ
ϕσϕ > 1) ορ χοµπρεσσινγ ιτ (ιφ ϕσϕ < 1), ωηιλε τρανσλατινγ ιτ σιµπλψ µεανσ σηιφτινγ ιτσ ποσιτιον ιν τιµε.
Γιϖεν α τιµε σεριεσ ξ(τ) 2 Λ2 (Ρ), ιτσ χοντινυουσ ωαϖελετ τρανσφορµ (ΧΩΤ) ωιτη ρεσπεχτ το τηε
ωαϖελετ  ισ α φυνχτιον οφ τωο ϖαριαβλεσ, Ωξ; ( ; σ):
Ωξ; ( ; σ) =
Ζ 1
 1
ξ(τ)
1π
ϕσϕ 


τ  
σ

δτ: (5)
Τηε ποσιτιον οφ τηε ωαϖελετ ιν τηε τιµε δοµαιν ισ γιϖεν βψ  ; ωηιλε ιτσ ποσιτιον ιν τηε φρεθυενχψ
δοµαιν ισ γιϖεν βψ σ (τηε ρελατιον βετωεεν σ ανδ τηε φρεθυενχψ ωιλλ σοον βε χλεαρερ). Τηερεφορε τηε
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ωαϖελετ τρανσφορµ, βψ µαππινγ τηε οριγιναλ σεριεσ ιντο α φυνχτιον οφ  ανδ σ, γιϖεσ υσ ινφορµατιον
σιµυλτανεουσλψ ον τιµε ανδ φρεθυενχψ. Τηε φορµυλασ οφ τηε ωαϖελετ ανδ τηε Φουριερ τρανσφορµσ αρε
ϖερψ σιµιλαρ. Τηε µαιν δι⁄ερενχεσ αρε τηατ ιν τηε Φουριερ τρανσφορµ ωε ηαϖε νο τιµε λοχαλιζατιον
παραµετερ ανδ τηατ ωε ηαϖε χοσινε ανδ σινε φυνχτιονσ ινστεαδ οφ α ωαϖελετ φυνχτιον.
Βψ τηε ωελλ−κνοων προπερτιεσ οφ τηε Φουριερ τρανσφορµ, ονε ιµµεδιατελψ σεεσ τηατ τηε ΧΩΤ (5)
µαψ αλσο βε ρεπρεσεντεδ ιν τηε φρεθυενχψ, ασ
Ωξ( ; σ) =
π
ϕσϕ
2
Ζ 1
 1
	(σ!)Ξ(!)ει!δ!: 8 (6)
2.5 Ινϖερσιον οφ ΧΩΤ
Τηε ιµπορτανχε οφ τηε αδµισσιβιλιτψ χονδιτιον (2) χοµεσ φροµ τηε φαχτ τηατ ιτσ φυλλµεντ γυαραντεεσ
τηατ τηε ενεργψ οφ τηε οριγιναλ φυνχτιον ξ(τ) ισ πρεσερϖεδ βψ τηε ωαϖελετ τρανσφορµ, ι.ε., τηε φολλοωινγ
Παρσεϖαλ−τψπε ρελατιον ηολδσ:
Ρ1
 1 ϕξ(τ)ϕ2δτ = 1Χ 
Ρ1
 1
Ρ1
 1 ϕΩξ( ; σ)ϕ2 δδσσ2 ;ωηιχη, ιν τυρν, ενσυρεσ
τηε ποσσιβιλιτψ οφ ρεχοϖερινγ ξ(τ) φροµ ιτσ ωαϖελετ τρανσφορµ. Ιν φαχτ, δυε το τηε ηιγη ρεδυνδανχψ
οφ τηισ τρανσφορµ (νοτε τηατ α φυνχτιον οφ ονε ϖαριαβλε ισ µαππεδ ιντο α βιϖαριατε φυνχτιον), µανψ
ρεχονστρυχτιον φορµυλασ αρε αϖαιλαβλε. Φορ εξαµπλε, ωηεν τηε ωαϖελετ  ισ ρεαλ−ϖαλυεδ, ιτ ισ ποσσιβλε
το ρεχονστρυχτ ξ(τ) βψ υσινγ τηε φορµυλα
ξ(τ) =
2
Χ 
Ζ 1
0
Ζ 1
 1
Ωξ( ; σ) ;σ(τ)δ

δσ
σ2
; (7)
σηοωινγ τηατ νο ινφορµατιον ισ λοστ ιφ ωε ρεστριχτ τηε χοµπυτατιον οφ τηε τρανσφορµ ονλψ το ποσιτιϖε
ϖαλυεσ οφ τηε σχαλινγ παραµετερ σ, ωηιχη ισ α υσυαλ ρεθυιρεµεντ, ιν πραχτιχε.
Ονε χαν αλσο λιµιτ τηε ιντεγρατιον οϖερ α σελεχτεδ ρανγε οφ σχαλεσ, περφορµινγ α βανδ−πασσ λτερινγ
οφ τηε οριγιναλ σεριεσ. Το ουρ κνοωλεδγε, εξχεπτ ιν Αγυιαρ−Χονραρια ετ αλ. (2008) ανδ Αγυιαρ−Χονραρια
ανδ Σοαρεσ (2011β) νοβοδψ ηασ υσεδ τηε ινϖερσιον φορµυλα ασ α βανδ−πασσ λτερ. Ουρ εξπεριενχε
τελλ υσ τηατ νοτ µυχη ισ γαινεδ ωηεν χοµπαρεδ το τηε µορε χοµµον βανδ−πασσ λτερσ, συχη ασ τηε
Βαξτερ ανδ Κινγ (1999) ανδ Χηριστιανο ανδ Φιτζγεραλδ (2003) λτερσ.
2.6 Ωαϖελετ Ποωερ Σπεχτρυµ ανδ Ωαϖελετ Πηασε
Ιν αναλογψ ωιτη τηε τερµινολογψ υσεδ ιν τηε Φουριερ χασε, τηε (λοχαλ) ωαϖελετ ποωερ σπεχτρυµ (σοµε−
τιµεσ χαλλεδ σχαλογραµ ορ ωαϖελετ περιοδογραµ) ισ δενεδ ασ
(ΩΠΣ)ξ( ; σ) = ϕΩξ( ; σ)ϕ2 : (8)
Τηε ωαϖελετ ποωερ σπεχτρυµ µαψ βε αϖεραγεδ οϖερ τιµε φορ χοµπαρισον ωιτη χλασσιχαλ σπεχτραλ
µετηοδσ. Ωηεν τηε αϖεραγε ισ τακεν οϖερ αλλ τιµεσ, ωε οβταιν τηε γλοβαλ ωαϖελετ ποωερ σπεχτρυµ:
(ΓΩΠΣ)ξ(σ) =
Ζ 1
 1
ϕΩξ( ; σ)ϕ2 δ: (9)
Ωηεν τηε ωαϖελετ  ισ χοµπλεξ−ϖαλυεδ, τηε χορρεσπονδινγ ωαϖελετ τρανσφορµΩξ( ; σ) ισ αλσο χοµπλεξ−
8Ωηεν τηε ωαϖελετ  ισ ιµπλιχιτ φροµ τηε χοντεξτ, ωε αββρεϖιατε τηε νοτατιον ανδ σιµπλψ ωριτε Ωξ φορ Ωξ; .
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ϖαλυεδ. Ιν τηισ χασε, τηε τρανσφορµ χαν βε σεπαρατεδ ιντο ιτσ ρεαλ παρτ, <φΩξ( ; σ)γ, ανδ ιµαγιναρψ
παρτ, =φΩξ( ; σ)γ, ορ ιν ιτσ αµπλιτυδε, ϕΩξ( ; σ)ϕ, ανδ πηασε (ορ πηασε−ανγλε), ξ( ; σ) : Ωξ( ; σ) =
ϕΩξ( ; σ)ϕ ειξ(;σ). Τηε πηασε−ανγλε ξ( ; σ) οφ τηε χοµπλεξ νυµβερ Ωξ( ; σ) χαν βε οβταινεδ φροµ
τηε φορµυλα:
ξ( ; σ) = Αρχταν
=φΩξ( ; σ)γ
<φΩξ( ; σ)γ

: 9
Φορ ρεαλ−ϖαλυεδ ωαϖελετ φυνχτιονσ, τηε ιµαγιναρψ παρτ ισ χονσταντλψ ζερο ανδ τηε πηασε ισ, τηερε−
φορε, υνδενεδ. Ηενχε, ιν ορδερ το σεπαρατε τηε πηασε ανδ αµπλιτυδε ινφορµατιον οφ α τιµε σεριεσ, ιτ
ισ ιµπορταντ το µακε υσε οφ χοµπλεξ ωαϖελετσ. Ιν τηισ χασε, ιτ ισ χονϖενιεντ το χηοοσε α ωαϖελετ  (τ)
ωηοσε Φουριερ τρανσφορµ ισ συππορτεδ ον τηε ποσιτιϖε ρεαλ−αξισ ονλψ, ι.ε. ισ συχη τηατ 	(!) = 0 φορ
! < 0: Α ωαϖελετ σατισφψινγ τηισ προπερτψ ισ χαλλεδ αναλψτιχ ορ προγρεσσιϖε. Ωηεν  ισ αναλψτιχ ανδ
ξ(τ) ισ ρεαλ, ρεχονστρυχτιον φορµυλασ ινϖολϖινγ ονλψ ποσιτιϖε ϖαλυεσ οφ τηε σχαλε παραµετερ σ αρε στιλλ
αϖαιλαβλε; ιν παρτιχυλαρ, ιφ τηε ωαϖελετ σατισεσ 0 < ϕΚ ϕ < 1; ωηερε Κ :=
Ρ1
0
	(!)
! δ!; τηεν ονε
χαν υσε τηε φολλοωινγ ρεχονστρυχτιον φορµυλα, κνοων ασ τηε Μορλετ φορµυλα, ωηιχη ισ παρτιχυλαρλψ
υσεφυλ φορ νυµεριχαλ αππλιχατιονσ:
ξ(τ) = 2<

1
Κ 
Ζ 1
0
Ωξ(τ; σ)
δσ
σ3=2

; (10)
σεε, ε.γ. Φαργε (1992) ορ Ηολσχηνειδερ (1995).
Ωηεν τηε ωαϖελετ  ισ αναλψτιχ, τηε χορρεσπονδινγ ωαϖελετ τρανσφορµ ισ χαλλεδ αν αναλψτιχ ωαϖελετ
τρανσφορµ (ΑΩΤ).
Ρεµαρκ 1 Τηρουγηουτ τηε ρεστ οφ τηισ παπερ, ωε ασσυµε τηατ αλλ τηε ωαϖελετσ χονσιδερεδ αρε αναλψτιχ
ανδ ηενχε, τηατ τηε ωαϖελετ τρανσφορµ ισ χοµπυτεδ ονλψ φορ ποσιτιϖε ϖαλυεσ οφ τηε σχαλινγ παραµετερ σ.
Φορ τηισ ρεασον, ιν αλλ τηε φορµυλασ τηατ ωουλδ νορµαλλψ ινϖολϖε τηε θυαντιτψ ϕσϕ, τηισ ωιλλ βε ρεπλαχεδ
βψ σ.
2.7 Λοχαλιζατιον Προπερτιεσ
Τηε Ηεισενβεργ υνχερταιντψ πρινχιπλε ωασ δεριϖεδ ιν θυαντυµ µεχηανιχσ. Ιτ βασιχαλλψ στατεδ τηατ
χερταιν παιρσ οφ πηψσιχαλ προπερτιεσ, συχη ασ ποσιτιον ανδ µοµεντυµ, χαννοτ βε σιµυλτανεουσλψ
κνοων το αρβιτραριλψ ηιγη πρεχισιον: Τηε µορε πρεχισελψ ονε προπερτψ ισ µεασυρεδ, τηε λεσσ πρεχισελψ
τηε οτηερ χαν βε µεασυρεδ. Αππλιεδ ιν ουρ χοντεξτ, ιφ ωε ωαντ πρεχισιον ιν τηε φρεθυενχψ ωε ηαϖε
γιϖε υπ σοµε πρεχισιον ιν τιµε. Τηε Φουριερ τρανσφορµ δοεσ τηατ: ιτ ηασ αν εξχελλεντ φρεθυενχψ
λοχαλιζατιον βυτ τηε τιµε ινφορµατιον ισ λοστ. Ωιτη ωαϖελετσ, ινφορµατιον ον βοτη ισ κεπτ. Ιν τηισ
συβσεχτιον, ωε ωιλλ εξαχτλψ δεσχριβε τηισ τραδε ο⁄.
Ιν ορδερ το δεσχριβε τηε τιµε−φρεθυενχψ λοχαλιζατιον προπερτιεσ οφ τηε ΧΩΤ, ωε ηαϖε το ασσυµε
τηατ βοτη τηε ωαϖελετ  (τ) ανδ ιτσ Φουριερ τρανσφορµ	(!) αρε ωελλ λοχαλιζεδ φυνχτιονσ. Μορε πρεχισελψ,
9Ωε υσε Αρχταν το δενοτε τηε φολλοωινγ εξτενσιον οφ τηε υσυαλ πρινχιπαλ χοµπονεντ οφ τηε αρχταν φυνχτιον (ωηοσε
ρανγε ισ ( =2; =2)): Αρχταν
 
β
α

=
8>>><
>>>:
Αρχταν ( β
α
) α > 0;
Αρχταν ( β
α
) +  α < 0; β  0;
Αρχταν ( β
α
)   α < 0; β < 0;
=2 α = 0; β  0;
 =2 α = 0; β < 0:
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τηεσε φυνχτιονσ µυστ ηαϖε συ′χιεντ δεχαψ το γυαραντεε τηατ τηε θυαντιτιεσ δενεδ βελοω αρε αλλ
νιτε.10 Ωε δενε τηε χεντερ ιν τιµε οφ τηε ωαϖελετ  , τ; , βψ
τ; =
1
κ κ2
Ζ 1
 1
τ ϕ (τ)ϕ2 δτ;
ανδ, ασ α µεασυρε οφ χονχεντρατιον οφ  αρουνδ ιτσ χεντερ, ωε τακε τηε στανδαρδ δεϖιατιον ιν τιµε
(αλσο κνοων ασ τηε ραδιυσ ιν τιµε), τ; =
1
κ κ
νΡ1
 1
 
τ  τ; 
2 ϕ (τ)ϕ2 δτο 12 : Τηε χεντερ ιν φρεθυενχψ,
!; , ανδ τηε στανδαρδ δεϖιατιον (ορ ραδιυσ) ιν φρεθυενχψ, !; ; αρε δενεδ ιν α σιµιλαρ ωαψ:
!; =
1
κ	κ2
Ζ 1
 1
! ϕ	(!)ϕ2 δ! (11)
ανδ !; =
1
κ	κ
νΡ1
 1
 
!   !; 
2 ϕ	(!)ϕ2 δ!ο 12 .11
Τηε θυαντιτιεσ τ ανδ τ αρε τηε µεαν ανδ στανδαρδ δεϖιατιον οφ τηε προβαβιλιτψ δενσιτψ φυνχτιον
(π.δ.φ.) δενεδ βψ ϕ (τ)ϕ2=κ κ2: Τηε σαµε ισ τρυε φορ !; ! ανδ ϕ	(!)ϕ2=κ	κ2: Τηερεφορε, ιτ σηουλδ
νοτ χοµε ασ α συρπρισε τηατ τηε ιντερϖαλ [τ   τ; τ + τ] ισ τηε σετ ωηερε  (τ) ατταινσ ιτσ µοστ
σιγνιχαντ ϖαλυεσ ωηιλστ τηε ιντερϖαλ [!   !; ! + !] πλαψσ τηε σαµε ρολε φορ 	(!). Τηε ρεχτανγλε
Η := [τ   τ; τ + τ] [!   !; ! + !] (12)
ιν τηε (τ; !) πλανε ισ χαλλεδ τηε Ηεισενβεργ βοξ ορ ωινδοω φορ τηε φυνχτιον  . Ωε τηεν σαψ τηατ  
ισ λοχαλιζεδ αρουνδ τηε ποιντ (τ; !) οφ τηε τιµε−φρεθυενχψ πλανε, ωιτη υνχερταιντψ γιϖεν βψ τ!:
Ιν ουρ χοντεξτ, τηε Ηεισενβεργ υνχερταιντψ πρινχιπλε εσταβλισηεσ τηε φολλοωινγ λοωερ βουνδ:
τ!  1
2
: (13)
Ρεχαλλινγ τηατ τηε ωαϖελετ δαυγητερ  ;σ ισ οβταινεδ φροµ ιτσ µοτηερ  βψ α σιµπλε τρανσλατιον βψ
 ανδ α σχαλινγ βψ σ, ιτ ισ εασψ το σηοω τηατ τηε χεντερ ανδ ραδιυσ ιν τιµε οφ  ;σ αρε γιϖεν βψ
τ; ;σ =  + στ ανδ τ; ;σ = στ ανδ τηατ τηε χεντερ ανδ ραδιυσ ιν φρεθυενχψ οφ  ;σ αρε γιϖεν βψ
!; ;σ =
!
σ ανδ !; ;σ =
!
σ . Ιν παρτιχυλαρ, ιφ τηε µοτηερ ωαϖελετ  ισ χεντερεδ ατ τ = 0, ι.ε. ιφ
τ = 0,
12 τηεν τηε ωινδοω ασσοχιατεδ ωιτη  ;σ βεχοµεσ
Η ;σ = [   στ;  + στ]
η!
σ
  !
σ
;
!
σ
+
!
σ
ι
: (14)
Ιν τηισ χασε, ονε ηασ τηατ Ωξ ( ; σ) 
Ρ +στ
 στ ξ(τ) 

;σ(τ)δτ ανδ, βψ τηε Παρσεϖαλ ρελατιον, Ωξ ( ; σ) 
2
Ρ !
σ
+!
σ
!
σ
 !
σ
Ξ(!)	σ; (!)δ!:
Ωε τηυσ χονχλυδε τηατ τηε χοντινυουσ ωαϖελετ τρανσφορµ Ωξ( ; σ) γιϖεσ υσ τεµποραλ ινφορµατιον
ον ξ(τ) αρουνδ τηε ινσταντ τ () =  , ωιτη πρεχισιον στ, ανδ φρεθυενχψ ινφορµατιον αβουτ Ξ(!)
10Τηε πρεχισε ρεθυιρεµεντσ αρε τηατ ϕ (τ)ϕ < Χ(1 + ϕτϕ) (1+) ανδ ϕ	(!)ϕ < Χ(1 + ϕ!ϕ) (1+), φορ Χ <1,  > 0.
11 Ιφ τηε ωαϖελετ  ισ κνοων φροµ τηε χοντεξτ, ωε ωιλλ συππρεσσ τηε ινδεξ  ιν τηε νοτατιον οφ τηε αβοϖε θυαντιτιεσ,
ε.γ. ωε ωιλλ σιµπλψ υσε τ φορ τ; , ετχ.
12Νοτε τηατ τηισ χαν εασιλψ βε αχηιεϖεδ βψ αν αππροπριατε τρανσλατιον.
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Φιγυρε 3: Ωινδοωσ ασσοχιατεδ ωιτη α Χοντινυουσ Ωαϖελετ Τρανσφορµ
αρουνδ τηε φρεθυενχψ
!(σ) =
!
σ
; (15)
ωιτη πρεχισιον !σ .
Αλτηουγη τηε αρεα οφ τηε ωινδοωσ αρε χονσταντ (γιϖεν βψ 4τ!), τηειρ διµενσιονσ χηανγε αχχορδ−
ινγ το τηε σχαλε; τηε ωινδοωσ στρετχη φορ λαργε ϖαλυεσ οφ σ (βροαδ σχαλεσ σ  λοω φρεθυενχιεσ !σ =
!
σ )
ανδ χοµπρεσσ φορ σµαλλ ϖαλυεσ οφ σ (νε σχαλε  ηιγη φρεθυενχιεσ !σ ). Τηισ ισ ωηατ σοµε αυτηορσ
µεαν ωηεν τηεψ σαψ τηατ ονε µαϕορ αδϖανταγε α⁄ορδεδ βψ τηε ωαϖελετ τρανσφορµ  ωηεν χοµπαρεδ
ωιτη τηε µοστ φαµουσ αλτερνατιϖε, τηε σηορτ τιµε ορ ωινδοωεδ Φουριερ τρανσφορµ  ισ ιτσ αβιλιτψ
το αδϕυστ το τηε λοχαλ αναλψσισ οφ α τιµε σεριεσ ιν τηε σενσε τηατ τηε λενγτη οφ τηε ωαϖελετσ ϖαριεσ
ενδογενουσλψ: ιτ στρετχηεσ ιντο α λονγ ωαϖελετ φυνχτιον το µεασυρε τηε λοω φρεθυενχψ µοϖεµεντσ;
ανδ ιτ χοµπρεσσεσ ιντο α σηορτ ωαϖελετ φυνχτιον το µεασυρε τηε ηιγη φρεθυενχψ µοϖεµεντσ.
2.8 Σχαλε/Φρεθυενχψ Ρελατιον ανδ Φουριερ Φαχτορ
Στριχτλψ σπεακινγ, τηε ωαϖελετ τρανσφορµ προϖιδεσ υσ α τιµε−σχαλε ρεπρεσεντατιον οφ τηε φυνχτιον βεινγ
αναλψζεδ ανδ νοτ α τιµε−φρεθυενχψ ρεπρεσεντατιον. Φορµυλα (15) ισ χοµµονλψ υσεδ το χονϖερτ σχαλεσ
ιντο φρεθυενχιεσ. Ηοωεϖερ, ωε σηουλδ ηαϖε ιν µινδ τηατ τηισ ινϖερσε ρελατιον βετωεεν σχαλε ανδ
φρεθυενχψ χορρεσπονδσ το α παρτιχυλαρ ιντερπρετατιον ανδ τηατ τηερε αρε οτηερ µεανινγφυλ ωαψσ οφ
ασσιγνινγ φρεθυενχιεσ το σχαλεσ. Ασ Μεψερσ ετ αλ. (1993) σαψ, ∀φορ α γενεραλ ωαϖελετ, τηε ρελατιον
βετωεεν σχαλε ανδ τηε µορε χοµµον Φουριερ ωαϖελενγτη ισ νοτ νεχεσσαριλψ στραιγητφορωαρδ; φορ
εξαµπλε, σοµε ωαϖελετσ αρε ηιγηλψ ιρρεγυλαρ ωιτηουτ ανψ δοµιναντ περιοδιχ χοµπονεντσ. Ιν τηοσε
χασεσ ιτ ισ προβαβλψ α µεανινγλεσσ εξερχισε το νδ α ρελατιον βετωεεν τηε τωο δισπαρατε µεασυρεσ οφ
διστανχε.∀ Τηισ ασπεχτ, ασ ωε εξπλαιν λατερ, µακεσ τηε χηοιχε οφ τηε παρτιχυλαρ ωαϖελετ αν ιµπορταντ
οπτιον.
Τηερε αρε ατ λεαστ τηρεε δι⁄ερεντ µεανινγφυλ ωαψσ το χονϖερτ σχαλεσ ιντο φρεθυενχιεσ. Ιν Λιλλψ
ανδ Οληεδε (2009), τηε αυτηορσ χονσιδερ, απαρτ φροµ τηε ϖαλυε οφ !; γιϖεν βψ (11), ωηιχη τηεψ
χαλλ τηε ενεργψ−φρεθυενχψ, ανδ ωηιχη, φορ χονϖενιενχε, ωε ωιλλ νοω δενοτε βψ !Ε , τωο οτηερ σπεχιχ
φρεθυενχιεσ ασσοχιατεδ ωιτη τηε ωαϖελετ: τηε πεακ φρεθυενχψ, !Π , δενεδ ασ τηε φρεθυενχψ ατ ωηιχη
τηε µαγνιτυδε οφ τηε Φουριερ τρανσφορµ οφ  , ϕ	(!)ϕ, ισ µαξιµιζεδ, ι.ε. ϕ	(!Π )ϕ = συπ!2Ρ ϕ	(!)ϕ;
11
ανδ τηε χεντραλ ινσταντανεουσ φρεθυενχψ, !Ι , δενεδ ασ τηε ϖαλυε τηατ τηε τιµε−ϖαρψινγ ινσταντανεουσ
φρεθυενχψ οφ τηε ωαϖελετ τακεσ ατ ιτσ χεντερ (ηερε ασσυµεδ το βε 0), ι.ε. !Ι = ! (0);ωηερε !(τ), ισ τηε
τιµε−ϖαρψινγ ινσταντανεουσ φρεθυενχψ οφ τηε ωαϖελετ, δενεδ βψ ! (τ) =
δ
δτ=φλν (τ)γ: Το εαχη οφ
τηε τηρεε σπεχιχ φρεθυενχιεσ, !Ε ; !
Π
 ανδ !
Ι
 τηεψ ασσοχιατε αν ιντερπρετατιον οφ σχαλε ασ φρεθυενχψ.
Μορε πρεχισελψ, τηεψ δενε
!(σ) =
! 
σ
; (16)
ωιτη ! δενοτινγ ανψ οφ τηε τηρεε σπεχιχ φρεθυενχιεσ. Νοτε τηατ !(σ), ασ ωελλ ασ !
Ε
 ; !
Π
 ανδ !
Ι
 , αρε
αλλ ανγυλαρ φρεθυενχιεσ. Ιφ ωε πρεφερ α ρελατιον βετωεεν τηε σχαλε ανδ τηε υσυαλ ∀Φουριερ∀ φρεθυενχψ
φ (εξπρεσσεδ ιν χψχλεσ περ υνιτ τιµε), ωε ηαϖε
φ(σ) =
! 
2σ
: (17)
Φφ = 2! ισ χαλλεδ Φουριερ φαχτορ οφ τηε ωαϖελετ ανδ ισ υσεδ, ιν τηε προγραµσ, το χονϖερτ σχαλεσ το
περιοδσ.
Το σεε τηατ τηε τηρεε χορρεσπονδενχεσ !(σ) =
! 
σ , ! = !
Π
 ; !
Ε
 ; !
Ι
 αρε αλλ µεανινγφυλ (αλτηουγη
ιν δι⁄ερεντ σενσεσ) ωε ρεφερ τηε ρεαδερ το τηε µεντιονεδ παπερ βψ Λιλλψ ανδ Οληεδε (2009).
Νατυραλλψ, ιτ ωιλλ βε χονϖενιεντ το χηοοσε α ωαϖελετ ωηοσε ασσοχιατεδ φρεθυενχιεσ !Ε ; !
Π
 ανδ !
Ι
 
ηαϖε αλλ τηε σαµε (ορ, ατ λεαστ, ϖερψ σιµιλαρ) ϖαλυε, σινχε τηισ ωιλλ γιϖε υσ α υνιεδ ϖιεω οφ τηε ρελατιον
βετωεεν φρεθυενχψ ανδ σχαλε.
2.9 Αναλψτιχ Ωαϖελετσ
Τηε αδµισσιβιλιτψ χονδιτιον (2) ισ α ϖερψ ωεακ χονδιτιον ανδ, ιν τηεορψ, τηερε αρε ιννιτελψ µανψ
ωαϖελετσ. Ιν πραχτιχε, ωηιχη ωαϖελετ το υσε ισ αν ιµπορταντ ασπεχτ το βε τακεν ιντο αχχουντ, ανδ ωιλλ
βε διχτατεδ βψ τηε κινδ οφ αππλιχατιον ονε ηασ ιν µινδ. Το στυδψ τηε σψνχηρονισµ βετωεεν δι⁄ερεντ
τιµε σεριεσ, ιτ ισ ιµπορταντ το σελεχτ α ωαϖελετ ωηοσε χορρεσπονδινγ τρανσφορµ χονταινσ ινφορµατιον
ον βοτη αµπλιτυδε ανδ πηασε, ανδ ηενχε, α χοµπλεξ−ϖαλυεδ αναλψτιχ ωαϖελετ ισ α νατυραλ χηοιχε.
Ασ στατεδ ιν Λιλλψ ανδ Οληεδε (2009), τηε αναλψτιχ ωαϖελετ τρανσφορµ (ΑΩΤ) ισ τηε βασισ φορ
τηε ωαϖελετ ριδγε µετηοδ, ωηιχη ρεχοϖερσ τιµε−ϖαρψινγ εστιµατεσ οφ ινσταντανεουσ αµπλιτυδε, πηασε,
ανδ φρεθυενχψ οφ α µοδυλατεδ οσχιλλατορψ σιγναλ φροµ τηε τιµε/σχαλε πλανε (∆ελπρατ ετ αλ. 1992 ανδ
Μαλλατ 1998). Ον τηε οτηερ ηανδ, τηε αναλψτιχ ωαϖελετ τρανσφορµ χαν αλσο βε υσεφυλ φορ αππλιχατιον
το ϖερψ τιµε−λοχαλιζεδ στρυχτυρεσ Τυ, Ηωανγ ανδ Ηο (2005). Τηε µανψ υσεφυλ φεατυρεσ οφ αναλψτιχ
ωαϖελετσ αρε χοϖερεδ ιν µορε δεπτη βψ Σελεσνιχκ, Βαρανιυκ ανδ Κινσβυρψ (2005); σεε αλσο Οληεδε
ανδ Ωαλδεν (2002) ανδ Λιλλψ ανδ Οληεδε (2009).
Ιν τηισ σεχτιον, ωε συµµαριζε σοµε προπερτιεσ τηατ εξπλαιν ωηψ τηε Μορλετ ωαϖελετ ισ τηε µοστ
υσεδ ωαϖελετ ιν πραχτιχε (το ουρ κνοωλεδγε, εϖερψ αππλιχατιον οφ τηε χοντινυουσ ωαϖελετ τρανσφορµ
ιν Εχονοµιχσ ηασ υσεδ τηισ χηοιχε). Ωε αλσο πρεσεντ α παρτιχυλαρλψ ιµπορταντ φαµιλψ οφ αναλψτιχ
ωαϖελετσ, τηε γενεραλιζεδ Μορσε ωαϖελετσ (ΓΜΩσ), ωηιχη αρε µορε εξιβλε ανδ χαν βε υσεδ ασ
αν αλτερνατιϖε το τηε Μορλετ ωαϖελετ ωηεν ονε πρεφερσ βεττερ τιµε λοχαλιζεδ ορ φρεθυενχψ λοχαλιζεδ
ωαϖελετσ. Τηε ρεσυλτσ οφ τηισ σεχτιον αρε δεριϖεδ φροµ τηε παπερσ βψ Οληεδε ανδ Ωαλδεν (2002) ανδ
Λιλλψ ανδ Οληεδε (2009 ανδ 2010).
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2.9.1 Μορλετ Ωαϖελετσ
Τηε Μορλετ ωαϖελετσ αρε α ονε−παραµετερ φαµιλψ οφ φυνχτιονσ, ρστ ιντροδυχεδ ιν Γουπιλλαυδ, Γροσσ−
µαν ανδ Μορλετ (1984), ανδ γιϖεν βψ
 !0 (τ) = Κε
ι!0τε 
τ2
2 : (18)
Στριχτλψ σπεακινγ, τηε αβοϖε φυνχτιονσ αρε νοτ τρυε ωαϖελετσ, σινχε τηεψ φαιλ το σατισφψ τηε αδµισσιβιλιτψ
χονδιτιον.13 Φορ  !0(τ) το ηαϖε υνιτ ενεργψ, τηε νορµαλιζινγ χονσταντ Κ µυστ βε χηοσεν ασ
Κ =  1=4; (19)
ωηιχη, φροµ νοω ον, ωε ωιλλ αλωαψσ ασσυµε το βε τρυε. Τηε Φουριερ τρανσφορµ οφ τηε νορµαλιζεδ
ωαϖελετ ισ γιϖεν βψ
	!0(!) =
π
21=4 ε 
1
2
(! !0)2 (20)
ανδ, ηενχε, 	!0(0) =
π
21=4 ε !02=2 6= 0. Ηοωεϖερ, φορ συ′χιεντλψ λαργε !0, ε.γ. !0 > 5, τηε ϖαλυεσ
οφ 	!0(!) φορ !  0 αρε σο σµαλλ τηατ, φορ νυµεριχαλ πυρποσεσ, 	!0 χαν βε χονσιδερεδ ασ αν αναλψτιχ
ωαϖελετ; σεε Φουφουλα−Γεοργιου ανδ Κυµαρ (1994).
Τηε Μορλετ ωαϖελετ βεχαµε τηε µοστ ποπυλαρ οφ τηε χοµπλεξ ϖαλυεδ ωαϖελετσ µαινλψ βεχαυσε οφ
φουρ ιντερεστινγ προπερτιεσ. Φιρστ, φορ νυµεριχαλ πυρποσεσ, ασ ωε ηαϖε ϕυστ σεεν, ιτ χαν βε τρεατεδ ασ
αν αναλψτιχ ωαϖελετ. Σεχονδ, τηε πεακ φρεθυενχψ, τηε ενεργψ φρεθυενχψ ανδ τηε χεντραλ ινσταντανεουσ
φρεθυενχψ οφ τηε Μορλετ ωαϖελετ αρε αλλ εθυαλ ανδ γιϖεν βψ
!Π !0
= !Ε !0
= !Ι !0
= !0; (21)
φαχιλιτατινγ τηε χονϖερσιον φροµ σχαλεσ το φρεθυενχιεσ. Υσινγ φορµυλα (17), ανδ φορ τηε µοστ χοµµον
χηοιχε χηοιχε οφ !0 = 6, ωε ηαϖε τηατ φ =
6
2σ  1σ : Τηιρδ, τηε Ηεισενβεργ βοξ αρεα ρεαχηεσ ιτσ λοωερ
βουνδ ωιτη τηισ ωαϖελετ, ι.ε. τηε υνχερταιντψ ατταινσ τηε µινιµυµ ποσσιβλε ϖαλυε: τ; !0
!; !0
=
1
2 : Ιν τηισ σενσε, τηε Μορλετ ωαϖελετ ηασ οπτιµαλ ϕοιντ τιµε−φρεθυενχψ χονχεντρατιον. Φιναλλψ, τηε
τιµε ραδιυσ ανδ τηε φρεθυενχψ ραδιυσ αρε εθυαλ, τ; !0
= !; !0
= 1π
2
;ανδ, τηερεφορε, τηισ ωαϖελετ
ρεπρεσεντσ τηε βεστ χοµπροµισε βετωεεν τιµε ανδ φρεθυενχψ χονχεντρατιον. Το ουρ κνοωλεδγε, ατ
λεαστ ιν εχονοµιχσ, εϖερψ παπερ υσεσ σοµε ϖαλυε οφ !0 2 [5; 6] :
2.9.2 Γενεραλιζεδ Μορσε Ωαϖελετσ
Ιν σπιτε οφ ιτσ υσεφυλνεσσ, τηε Μορλετ ωαϖελετ ισ νοτ ϖερψ ϖερσατιλε, βεχαυσε ιτ δεπενδσ ον ϕυστ ονε
παραµετερ. Ιφ ονε ισ ιντερεστεδ ιν ηαϖινγ α βεττερ λοχαλιζατιον ιν φρεθυενχψ (ορ ιν τιµε) ονε χαννοτ
αδϕυστ τηε Μορλετ ωαϖελετ. Ον τηε οτηερ ηανδ, ιτ ισ θυιτε χοµµον το ηαϖε ρεφερεε ρεπορτσ ασκινγ
φορ τηε ροβυστνεσσ οφ τηε ρεσυλτσ το τηε χηοιχε οφ τηε Μορλετ ωαϖελετ (εϖεν ιφ ψου αρε ϖερψ χαρεφυλ ατ
εξπλαινινγ τηε οπτιµαλ χηαραχτεριστιχσ οφ τηε Μορλετ ωαϖελετ).
Φιναλλψ, αλτηουγη ιτ ισ τρυε τηατ τηε Μορλετ ωαϖελετ ηασ οπτιµαλ ϕοιντ τιµε−φρεθυενχψ χονχεντρατιον
ιν τηε Ηεισενβεργ σενσε, ιτ ισ αλσο τρυε τηατ οτηερ χριτερια αρε αϖαιλαβλε. Τηε ωηολε σετ οφ γενεραλιζεδ
13 Ιν ορδερ το φυλλλ τηε αδµισσιβιλιτψ χονδιτιον, α χορρεχτιον τερµ ηασ το βε αδδεδ, ασ:  !0 (τ) =
Κ

ει!0τ   ε !
2
0
=2

ε τ
2=2:
13
Μορσε ωαϖελετσ αρε οπτιµαλλψ λοχαλιζεδ ιν τηατ τηεψ µαξιµιζε τηε ειγενϖαλυεσ οφ α ϕοιντ τιµε−φρεθυενχψ
λοχαλιζατιον οπερατορ (: : :) ανδ ινδεεδ τηισ ισ τηε ωαψ τηε γενεραλιζεδ Μορσε ωαϖελετσ ωερε ινιτιαλλψ
χονστρυχτεδ.∀  ιν Λιλλψ ανδ Οληεδε (2009).
Τηε γενεραλιζεδ Μορσε ωαϖελετσ (ΓΜΩσ) αρε α τωο−παραµετερ φαµιλψ οφ ωαϖελετσ, δενεδ, ιν τηε
φρεθυενχψ δοµαιν, βψ
	;(!) = Κ; Η(!)!
ε !

(22)
ωηερε Κ; ισ α νορµαλιζινγ χονσταντ ανδ Η(!) ισ τηε Ηεαϖισιδε υνιτ στεπ φυνχτιον.
Το βε α ϖαλιδ ωαϖελετ, ονε µυστ ηαϖε  > 0 ανδ  > 0. Βψ ϖαρψινγ τηεσε τωο παραµετερσ, τηε
γενεραλιζεδ Μορσε ωαϖελετσ χαν βε γιϖεν α βροαδ ρανγε οφ χηαραχτεριστιχσ ωηιλε ρεµαινινγ εξαχτλψ
αναλψτιχ. Ιν φαχτ, τηεσε ωαϖελετσ φορµ α ϖερψ ωιδε φαµιλψ τηατ συβσυµεσ µανψ οτηερ τψπεσ οφ ωαϖελετσ.
Λιλλψ ανδ Οληεδε σηοωεδ τηατ τηε γενεραλιζεδ Μορσε ωαϖελετσ ενχοµπασσ τωο οτηερ ποπυλαρ φαµιλιεσ
οφ αναλψτιχ ωαϖελετσ: τηε Χαυχηψ ορ Κλαυδερ ωαϖελετ φαµιλψ (φορ  = 1), τηε Παυλ ωαϖελετσ (ωηιχη
χορρεσπονδ το τηε χασε  = 1 ανδ  2 Ν) ανδ τηε αναλψτιχ ∆εριϖατιϖε οφ Γαυσσιαν∀ (∆ΟΓ) ωαϖελετσ
(φορ  = 2).
Υνφορτυνατελψ, χοντραρψ το τηε Μορλετ χασε, φορ τηε γενεραλιζεδ Μορσε ωαϖελετσ, ωε δο νοτ ηαϖε
α σινγλε ωαψ το χονϖερτ σχαλεσ ιντο φρεθυενχιεσ. Τηισ ισ σο βεχαυσε τηε πεακ φρεθυενχψ, !Π; =


1=
; ισ δι⁄ερεντ φροµ τηε ενεργψ φρεθυενχψ, !Ε; =
1
21=
 ( 2+2

)
 ( 2+1

)
; ωηιχη ισ δι⁄ερεντ φροµ τηε
χεντραλ ινσταντανεουσ φρεθυενχψ, !Ι; =
 (+2

)
 (+1

)
= 21=!Ε=2; : Φορ τηε εχονοµιστ, υσεδ το τηινκ αβουτ
φρεθυενχιεσ, τηισ ισ αν οβϖιουσ δισαδϖανταγε οφ τηισ φαµιλψ οφ ωαϖελετσ.
2.9.3 Μεασυρεσ φορ τηε Μορλετ ανδ τηε Γενεραλιζεδ Μορσε Ωαϖελετσ
Α ταβλε ωιτη τηε λοχαλιζατιον µεασυρεσ (τιµε−ραδιυσ, φρεθυενχψ−ραδιυσ ανδ Ηεισενβεργ αρεα) φορ ΓΜΩ
 ; , φορ σοµε ϖαλυεσ οφ  ανδ  ισ γιϖεν βελοω. Ιν τηε λαστ ροω, ωε αλσο ινδιχατε τηε µεασυρεσ φορ
τηε Μορλετ ωαϖελετ.14
Ασ ωε ηαϖε σαιδ βεφορε, ιν εχονοµιχσ εϖερψ σινγλε αππλιχατιον οφ τηε ΧΩΤ τηατ ωε κνοω οφ
υσεσ τηε Μορλετ ωιτη !0 2 [5; 6]: Ανδ τηερε αρε γοοδ ρεασονσ φορ τηισ χηοιχε, ασ ωε χαν ιν Ταβλε 1.
Ηοωεϖερ, ιφ φορ α παρτιχυλαρ αππλιχατιον τηε ρεσεαρχηερ νεεδσ το ηαϖε α βεττερ φρεθυενχψ λοχαλιζατιον,
τηεν τηε ΓΜΩ προϖιδεσ α γοοδ αλτερνατιϖε, βεχαυσε ιτ ισ εξιβλε ωηιλε ρεµαινινγ εξαχτλψ αναλψτιχ.
Φορ εξαµπλε, φορ  = 10 ανδ  = 10 τηε Ηεισενβεργ υνχερταιντψ (0:529) ισ χλοσε το ιτσ λοωερ βουνδ
ανδ τηε φρεθυενχψ αχχυραχψ ισ ϖερψ γοοδ: φ = 0:075 (ωιτη τ = 7:1): Ιφ ινστεαδ τηε ρεσεαρχηερ ωαντσ
α ϖερψ ωελλ τιµε λοχαλιζεδ ωαϖελετ, τηεν, ωιτη  = 10 ανδ  = 1=2; ονε ωουλδ ηαϖε γοοδ λοχαλιζατιον
ιν τιµε, τ = 0:004; βαδ λοχαλιζατιον ιν φρεθυενχψ, φ = 140; ανδ τηε Ηεισενβεργ υνχερταιντψ, 0.54,
ισ νοτ φαρ φροµ ιτσ λοωερ βουνδ.
Τηε βεστ χοµπροµισε ισ αχηιεϖεδ βψ τηε Μορλετ ωαϖελετ, ηοωεϖερ ιφ ονε ωαντσ το εξπλορε τηε
τραδε ο⁄ βετωεεν τιµε ανδ φρεθυενχψ πρεχισιον τηεν, προβαβλψ, τηε γενεραλιζεδ Μορσε ωαϖελετσ αρε
τηε βεστ ωαϖελετ φυνχτιον αϖαιλαβλε.
14 Ιν ουρ τοολβοξ ωε προϖιδε α χοδε τηατ αλλοωσ τηε ρεσεαρχηερ το χοµπυτε τηεσε µεασυρεσ φορ ανψ χοµβινατιον οφ 
ανδ : Τηε φορµυλασ φορ τηε ραδιυσ ιν τιµε ανδ ιν φρεθυενχψ, νεεδεδ το χοµπυτε τηε Ηεισενβεργ υνχερταιντψ, αρε γιϖεν
ιν Λιλλψ ανδ Οληεδε (2009). Τηε σαµε χοδε µαψ βε υσεδ το χαλχυλατε !Π; , !
Ε
; , !
Ι
; .
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Ταβλε 1: Μεασυρεσ φορ σοµε µεµβερσ οφ τηε φαµιλλψ οφ γενεραλιζεδ Μορσε ωαϖελετσ
3 Χροσσ−Ωαϖελετ Αναλψσισ
Ιν µανψ αππλιχατιονσ, ονε ισ ιντερεστεδ ιν δετεχτινγ ανδ θυαντιφψινγ ρελατιονσηιπσ βετωεεν τωο
νον−στατιοναρψ τιµε σεριεσ. Τηε χονχεπτσ οφ χροσσ−ωαϖελετ ποωερ, ωαϖελετ χοηερενχψ ανδ ωαϖελετ
πηασε−δι⁄ερενχε αρε νατυραλ γενεραλιζατιονσ οφ τηε βασιχ ωαϖελετ αναλψσισ τοολσ τηατ εναβλε υσ το
αππροπριατελψ δεαλ ωιτη τηε τιµε−φρεθυενχψ δεπενδενχιεσ βετωεεν τωο τιµε σεριεσ.
Ρεµαρκ 2 Φροµ νοω ον, αλλ τηε θυαντιτιεσ ωε αρε γοινγ το ιντροδυχε (ε.γ. χροσσ−ωαϖελετ τρανσφορµ,
ωαϖελετ χοηερενχψ, ετχ.) αρε φυνχτιονσ οφ τιµε ανδ σχαλε (ορ φρεθυενχψ). Ιν ορδερ το σιµπλιφψ τηε
νοτατιον, ωε ωιλλ δεσχριβε τηεσε θυαντιτιεσ φορ α σπεχιχ ϖαλυε οφ τηε αργυµεντ ( ; σ) ανδ τηισ ϖαλυε
οφ τηε αργυµεντ ωιλλ, υνλεσσ στριχτλψ νεχεσσαρψ, βε οµιττεδ ιν τηε φορµυλασ.
3.1 Χροσσ−Ωαϖελετ Τρανσφορµ ανδ Χροσσ−Ωαϖελετ Ποωερ
Τηε χροσσ−ωαϖελετ τρανσφορµ (ΞΩΤ) οφ τωο τιµε σεριεσ, ξ(τ) ανδ ψ(τ), ρστ ιντροδυχεδ βψ Ηυδγινσ,
Φριεηε ανδ Μαψερ (1993), ισ σιµπλψ δενεδ ασ
Ωξψ =ΩξΩ

ψ ; (23)
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ωηερε Ωξ ανδ Ωψ αρε τηε ωαϖελετ τρανσφορµσ οφ ξ ανδ ψ, ρεσπεχτιϖελψ.
15 Τηε χροσσ−ωαϖελετ ποωερ ισ
(ΞΩΠ )ξψ = ϕΩξψϕ : (24)
Ωηιλε ωε χαν ιντερπρετ τηε ωαϖελετ ποωερ σπεχτρυµ ασ δεπιχτινγ τηε λοχαλ ϖαριανχε οφ α τιµε σεριεσ,
τηε χροσσ−ωαϖελετ ποωερ οφ τωο τιµε σεριεσ δεπιχτσ τηε λοχαλ χοϖαριανχε βετωεεν τηεσε τιµε σεριεσ ατ
εαχη τιµε ανδ φρεθυενχψ. Τηερεφορε, τηε χροσσ−ωαϖελετ ποωερ γιϖεσ υσ α θυαντιεδ ινδιχατιον οφ τηε
σιµιλαριτψ οφ ποωερ βετωεεν τωο τιµε σεριεσ.
3.2 Χοµπλεξ Ωαϖελετ Χοηερενχψ
Ιν αναλογψ ωιτη τηε χονχεπτ οφ χοηερενχψ υσεδ ιν Φουριερ αναλψσισ, γιϖεν τωο τιµε σεριεσ ξ(τ) ανδ
ψ(τ) ονε χαν δενε τηειρ χοµπλεξ ωαϖελετ χοηερενχψ %ξψ βψ:
%ξψ =
Σ (Ωξψ)
[Σ (ϕΩξϕ2)Σ (ϕΩψϕ2)]1=2
; (25)
ωηερε Σ δενοτεσ α σµοοτηινγ οπερατορ ιν βοτη τιµε ανδ σχαλε; σµοοτηινγ ισ νεχεσσαρψ, βεχαυσε,
οτηερωισε, χοηερενχψ ωουλδ βε ιδεντιχαλλψ ονε ατ αλλ σχαλεσ ανδ τιµεσ.16 Τιµε ανδ σχαλε σµοοτηινγ
χαν βε αχηιεϖεδ βψ χονϖολυτιον ωιτη αππροπριατε ωινδοωσ; σεε Χαζελλεσ, Χηαϖεζ, δε Μαγνψ, Γυγαν
ανδ Ηαλεσ (2007) ορ Γρινστεδ, Μοορε ανδ ϑεϖρεϕεϖα (2004), φορ δεταιλσ.
3.3 Ωαϖελετ Χοηερενχψ ανδ Πηασε−∆ι⁄ερενχε
Τηε χοµπλεξ ωαϖελετ χοηερενχψ χαν βε ωριττεν ιν πολαρ φορµ, ασ %ξψ =
%ξψ ειξψ : Τηε αβσολυτε
ϖαλυε οφ τηε χοµπλεξ ωαϖελετ χοηερενχψ ισ χαλλεδ τηε ωαϖελετ χοηερενχψ ανδ ισ δενοτεδ βψ Ρξψ, ι.ε.
Ρξψ =
ϕΣ (Ωξψ) ϕ
[Σ (ϕΩξϕ2)Σ (ϕΩψϕ2)]1=2
; (26)
ωιτη 0  Ρξψ( ; σ)  1:17 Τηε ανγλε ξψ οφ τηε χοµπλεξ χοηερενχψ ισ χαλλεδ τηε πηασε−δι⁄ερενχε
(πηασε λεαδ οφ ξ οϖερ ψ), ι.ε.
ξψ = Αρχταν
= (Σ (Ωξψ))
< (Σ (Ωξψ))

(27)
Σοµε αυτηορσ πρεφερ α σλιγητλψ δι⁄ερεντ δενιτιον, Αρχταν
=(Ωξψ)
<(Ωξψ)

: Ιν τηισ χασε, ονε ηασ ξψ =
ξ   ψ;18 ηενχε τηε ναµε πηασε−δι⁄ερενχε. Τηε αδϖανταγε οφ τηισ δενιτιον ισ τηατ βεχαυσε τηε
πηασε−δι⁄ερενχε ισ νοτ α⁄εχτεδ βψ τηε σµοοτηινγ χηοιχε, ιτ ισ φυλλψ χονσιστεντ ωιτη τηε ινδιϖιδυαλ
πηασεσ.
Α πηασε−δι⁄ερενχε οφ ζερο ινδιχατεσ τηατ τηε τιµε σεριεσ µοϖε τογετηερ ατ τηε σπεχιεδ τιµε−
φρεθυενχψ; ιφ ξψ 2 (0; 2 ), τηεν τηε σεριεσ µοϖε ιν πηασε, βυτ τηε τιµε σεριεσ ξ λεαδσ ψ; ιφ ξψ 2 ( 2 ; 0),
τηεν ιτ ισ ψ τηατ ισ λεαδινγ; α πηασε−δι⁄ερενχε οφ  (ορ  ) ινδιχατεσ αν αντι−πηασε ρελατιον; ιφ
15Ωηεν ψ = ξ, ωε οβταιν τηε Ωαϖελετ Ποωερ Σπεχτρυµ Ωξξ = ϕΩξϕ
2 = (ΩΠΣ)ξ:
16Τηε σαµε ηαππενσ ωιτη τηε Φουριερ χοηερενχψ.
17Ατ ποιντσ ( ; σ) φορ ωηιχη Σ
 
ϕΩξ ( ; σ) ϕ
2

Σ
 
ϕΩψ ( ; σ) ϕ
2

= 0 ωε δενε Ρξψ( ; σ) = 0:
18Το βε µορε πρεχισε, τηε αβοϖε ρελατιον ηολδσ αφτερ ωε χονϖερτ ξ   ψ ιντο αν ανγλε ιν τηε ιντερϖαλ [ ; ].
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Φιγυρε 4: Πηασε−δι⁄ερενχε χιρχλε
ξψ 2 (2 ; ), τηεν ψ ισ λεαδινγ; τιµε σεριεσ ξ ισ λεαδινγ ιφ ξψ 2 ( ; 2 ). Τηισ ισ ιλλυστρατεδ ιν
Φιγυρε 4.
Ονε χαν εασιλψ χονϖερτ τηε πηασε−δι⁄ερενχε ιντο τηε ινσταντανεουσ τιµε−λαγ βετωεεν τηε τωο τιµε
σεριεσ ξ ανδ ψ:
(Τ )ξψ( ; σ) =
ξψ( ; σ)
!(σ)
; (28)
ωηερε !(σ) ισ τηε ανγυλαρ φρεθυενχψ τηατ χορρεσπονδσ το τηε σχαλε σ.
3.4 Εξαµπλε 2: Τηε Χροσσ−Ωαϖελετ ανδ τηε Πηασε−∆ι⁄ερενχε
Χονσιδερ νοω τωο τιµε σεριεσ τηατ σηαρε τωο χοµµον χψχλεσ, ωιτη σοµε δελαψσ:
ξτ = σιν

2
3
τ

+ 3 σιν

2
6
τ

+ ∀ξ;τ; τ = 0;
1
12
;
2
12
; : : : ; 50; (29)
ψτ =
8><
>:
4 σιν
 
2
3 (τ+
5
12)
  3 σιν  26 (τ  1012)+ ∀ψ;τ; τ = 0; 112 ; 212 ; : : : ; 25;
4 σιν
 
2
3 (τ  512)
  3 σιν  26 (τ+ 1012)+ ∀ψ;τ; τ = 25 + 112 ; 25 + 212 ; : : : ; 50;
(30)
σεε Φιγυρε 5 (α). Λοοκινγ ατ τηε φορµυλασ, ιτ ισ χλεαρ τηατ ξτ ανδ ψτ σηαρε 3−ψεαρ ανδ 6−ψεαρ χψχλεσ.
Ηοωεϖερ, ηοω τηειρ χψχλεσ ρελατε το εαχη οτηερ εϖολϖεσ ωιτη τιµε ανδ ισ δι⁄ερεντ αχροσσ φρεθυενχιεσ.
Χονσιδερ τηε σηορτερ περιοδ χψχλε, τηε 3−ψεαρ χψχλε. Τηε χψχλεσ αρε ποσιτιϖελψ χορρελατεδ. Φορ τηε
ρστ ηαλφ οφ τηε σαµπλε, τηε ψτ χψχλε πρεχεδεσ τηε ξτ χψχλε βψ 5 µοντησ; ιν τηε σεχονδ ηαλφ οφ τηε
σαµπλε τηε ψτ χψχλε λαγσ τηε ξτ χψχλε.
Τηεσε φεατυρεσ αρε χαπτυρεδ ιν Φιγυρε 5 (β)−(δ). Ον τηε λεφτ, ωε ηαϖε τηε ωαϖελετ χοηερενχψ. Ον
τηε ριγητ ωε ηαϖε τηε πηασεσ ανδ πηασε−δι⁄ερενχε χοµπυτεδ φορ τωο δι⁄ερεντ φρεθυενχψ βανδσ. Ον
τηε τοπ, ωε χοµπυτε τηε πηασεσ φορ τηε 2:5  3:5 ψεαρ φρεθυενχψ βανδ. Ιν τηε βοττοµ, ωε χονσιδερ
τηε 5  7 ψεαρ φρεθυενχψ βανδ. Τηε γρεεν λινε ρεπρεσεντσ τηε ψτ πηασε ανδ τηε βλυε ρεπρεσεντσ τηε
ξτ πηασε. Τηε ρεδ λινε ρεπρεσεντσ τηε πηασε−δι⁄ερενχε βετωεεν ψτ ανδ ξτ.
Τηατ βοτη σεριεσ ηαϖε χοµµον ανδ ηιγηλψ χορρελατεδ 3−ψεαρ ανδ 6−ψεαρ χψχλεσ ισ ρεϖεαλεδ βψ
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Φιγυρε 5: (α) ξτ (βλυε λινε) γιϖεν βψ Εθ.(29) ανδ ψτ (ρεδ λινε) γιϖεν βψ Εθ.(30). (β) Ωαϖελετ χοηερενχψ −
τηε χονε οφ ινυενχε ισ σηοων ωιτη α τηιχκ βλαχκ λινε. Χοηερενχψ ρανγεσ φορµ βλυε (λοω χοηερενχψ) το ρεδ
(ηιγη χοηερενχψ). (χ) − (δ) Πηασεσ ανδ πηασε−δι⁄ερενχε. Τηε γρεεν λινε ρεπρεσεντσ τηε ψτ πηασε, τηε βλυε λινε
τηε ξτ πηασε ανδ τηε ρεδ λινε ρεπρεσεντσ τηε πηασε−δι⁄ερενχε βετωεεν ψτ ανδ ξτ; (χ) ισ φορ τηε 2:5  3:5 ψεαρ
φρεθυενχψ βανδ ανδ (δ) φορ τηε 5  7 ψεαρ φρεθυενχψ βανδ.
τηε ρεγιονσ οφ στρονγ χοηερενχψ αρουνδ τηοσε φρεθυενχιεσ. Τηατ τηε 3−ψεαρ χψχλεσ αρε ιν πηασε
(ποσιτιϖελψ χορρελατεδ) ισ ρεϖεαλεδ βψ τηε πηασε−δι⁄ερενχε (ρεδ λινε ιν τηε υππερ ριγητ γραπη), ωηιχη
ισ χονσιστεντλψ σιτυατεδ βετωεεν  =2 ανδ =2: Φιναλλψ, ωε χαν σεε τηατ τηε 3−ψεαρ ψτ χψχλε ωασ
λεαδινγ φορ τηε ρστ ηαλφ οφ τηε τιµε ανδ λαγγινγ ιν τηε σεχονδ ηαλφ, βψ νοτινγ τηατ ιν τηε ρστ ηαλφ
οφ τηε σαµπλε τηε πηασε−δι⁄ερενχε ισ βετωεεν ζερο ανδ =2; ωηιλε ιν τηε σεχονδ ηαλφ ιτ ισ βετωεεν
 =2 ανδ ζερο.
Λοοκινγ ατ τηε 6−ψεαρ χψχλε, ωε οβσερϖε τηατ τηε σεριεσ αρε ουτ οφ πηασε (νεγατιϖελψ χορρελατεδ)
ωιτη ξτ λεαδινγ ιν τηε ρστ ηαλφ ανδ ψτ λεαδινγ ιν τηε σεχονδ ηαλφ οφ τηε σαµπλε.
Ιν τηισ εξαµπλε, ωε οβσερϖε τηατ νοτ ονλψ τηε ωαϖελετσ αρε αδεθυατε το χαπτυρε στρυχτυραλ βρεακσ
ανδ τρανσιεντ ρελατιονσ, βυτ τηατ τηεψ χαν αλσο διστινγυιση βετωεεν δι⁄ερεντ ρελατιονσ τηατ οχχυρ ατ
τηε σαµε τιµε βυτ ατ διστινχτ φρεθυενχιεσ.
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4 Ηιγηερ Ορδερ Χοηερενχιεσ: Παρτιαλ ανδ Μυλτιπλε Χοηερενχιεσ
Ωηεν µορε τηαν τωο σεριεσ αρε γιϖεν ανδ ωηεν τηε ποωερ ιν ονε οφ τηεµ ισ το βε δετερµινεδ ορ
ωηεν τηε ασσοχιατιον βετωεεν τωο οφ τηεµ ισ το βε ασσεσσεδ, ιτ ισ οφτεν ιµπορταντ το αχχουντ φορ τηε
ιντεραχτιον ωιτη τηε οτηερ σεριεσ. Ιν τηισ χοντεξτ, ανδ ιν αναλογψ ωιτη τηε Φουριερ σπεχτραλ χασε, ιτ
µακεσ σενσε το ιντροδυχε τηε χονχεπτσ οφ ωαϖελετ µυλτιπλε χοηερενχψ ανδ ωαϖελετ παρτιαλ χοηερενχψ.
Ασ στατεδ βψ Πριεστλεψ (1992, π.681): ∀(...) τηε ωηολε αππαρατυσ οφ µυλτιϖαριατε λινεαρ ρεγρεσσιον
τηεορψ χαν βε τακεν οϖερ (αλµοστ υνχηανγεδ) ανδ αππλιεδ το τηε στυδψ οφ µυλτιϖαριατε σπεχτραλ
ρελατιονσηιπσ. Ιν παρτιχυλαρ, τηε ιδεασ οφ µυλτιπλε χορρελατιον ανδ παρτιαλ χορρελατιον (...) ηαϖε
ιµµεδιατε αναλογυεσ ιν τηε φρεθυενχψ δοµαιν, ωηερε τηεψ βεχοµε µυλτιπλε χοηερενχψ ανδ παρτιαλ
χοηερενχψ.∀
Τηε χονχεπτσ οφ µυλτιπλε ωαϖελετ χοηερενχψ ανδ παρτιαλ ωαϖελετ χοηερενχψ αρε σιµπλε γενεραλ−
ιζατιονσ οφ τηε χορρεσπονδινγ χονχεπτσ οφ (Φουριερ) µυλτιπλε χοηερενχψ ανδ παρτιαλ χοηερενχψ το τηε
τιµε−φρεθυενχψ πλανε. Τηε φορµυλασ υσεδ το χοµπυτε τηεσε θυαντιτιεσ αρε, τηερεφορε, στρονγλψ βασεδ
ον τηε χορρεσπονδινγ φορµυλασ οφ µυλτιπλε χορρελατιον ανδ παρτιαλ χορρελατιον.
4.1 Νοτατιονσ
Λετ π (π > 2) τιµε σεριεσ ξ1;ξ2; : : : ;ξπ, ωιτη ξι = φξιν; ν = 0; : : : ; Τ   1γ ; βε γιϖεν. ϑυστ ασ ιν
τηε χασε οφ ορδιναρψ ωαϖελετ χοηερενχψ, το χοµπυτε µυλτιπλε ανδ παρτιαλ ωαϖελετ χοηερενχιεσ ιτ ισ
νεχεσσαρψ το περφορµ α σµοοτηινγ οπερατιον ον τηε χροσσ−σπεχτρα. Ωε ωιλλ δενοτε βψ Σιϕ τηε σµοοτηεδ
ϖερσιον οφ Ωιϕ , ι.ε.
Σιϕ = Σ (Ωιϕ) ; (31)
ωηερε Σ ισ α χερταιν σµοοτηινγ οπερατορ.
Λετ S δενοτε τηε π π µατριξ οφ αλλ τηε σµοοτηεδ χροσσ−ωαϖελετ σπεχτρα Σιϕ , ι.ε.
S =
266664
Σ11 Σ12    Σ1π
Σ21 Σ22    Σ2π
...
...
. . .
...
Σπ1 Σπ2    Σππ
377775 (32)
Τηε αβοϖε µατριξ δεπενδσ ον τηε σπεχιχ ϖαλυε ( ; σ) ατ ωηιχη τηε σπεχτρα αρε βεινγ χοµπυτεδ.
Αλσο νοτε τηατ τηε µατριξ S ισ αν Ηερµιτιαν µατριξ, ι.ε. S = S Η ωιτη τηε σψµβολ Η δενοτινγ
χονϕυγατε τρανσποσε; ιν φαχτ, ωε ηαϖε Σιϕ = Σ

ϕι, φορ αλλ ι 6= ϕ ανδ Σιι = Σ
 ϕΩιϕ2 ισ α ρεαλ (ποσιτιϖε)
νυµβερ φορ αλλ ι.
Φιναλλψ, φορ α γιϖεν µατριξ Α, ωε δενοτε βψ Αδιϕ τηε χοφαχτορ οφ τηε ελεµεντ ιν ποσιτιον (ι; ϕ) οφ
Α, ι.ε.
Αδιϕ = ( 1)(ι+ϕ) δετΑϕι ;
ωηερε Αϕι δενοτεσ τηε συβ−µατριξ οβταινεδ φροµ Α βψ δελετινγ ιτσ ι
τη ροω ανδ ϕτη χολυµν. Φορ
χοµπλετενεσσ, ωε αλσο υσε τηε νοτατιον Αδ := δετΑ.
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4.2 Μυλτιπλε Ωαϖελετ Χοηερενχψ
Τηε σθυαρεδ µυλτιπλε ωαϖελετ χοηερενχψ βετωεεν τηε σεριεσ ξ1 ανδ αλλ τηε οτηερ σεριεσ ξ2; : : : ;ξπ ωιλλ
βε δενοτεδ βψ Ρ21(23:::π) ανδ ισ γιϖεν βψ τηε φορµυλα
Ρ21(23:::π) = 1 
S δ
Σ11S δ11
(33)
Τηε µυλτιπλε ωαϖελετ χοηερενχψ Ρ1(23:::π) ισ δενεδ ασ τηε ποσιτιϖε σθυαρε ροοτ οφ τηε αβοϖε
θυαντιτψ. Ωε ωιλλ αλσο υσε τηε σηορτερ νοτατιον Ρ21(θ) φορ Ρ
2
1(2:::π) ι.ε. ωε ωιλλ σιµπλψ ωριτε θ το
δεσιγνατε αλλ τηε σεριεσ ινδεξεσ εξχεπτ τηε ινδεξ 1.
4.3 Παρτιαλ Ωαϖελετ Χοηερενχψ
Τηε χοµπλεξ παρτιαλ ωαϖελετ χοηερενχψ οφ ξ1 ανδ ξϕ (2  ϕ  π) αλλοωινγ φορ αλλ τηε οτηερ σεριεσ ωιλλ
βε δενοτεδ βψ %1 ϕ:θϕ ανδ ισ γιϖεν βψ
%1 ϕ:θϕ =  
S δϕ1θ
S δ11 S
δ
ϕϕ
; (34)
ωηερε θϕ ισ α σηορτ νοτατιον φορ αλλ τηε ινδεξεσ ιν θ εξχλυδινγ τηε ινδεξ ϕ, ι.ε. θϕ = φ2; : : : ; πγ ν φϕγ.
Τηε παρτιαλ ωαϖελετ χοηερενχψ οφ ξ1 ανδ ξϕ αλλοωινγ φορ αλλ τηε οτηερ σεριεσ, δενοτεδ βψ ρ1 ϕ:θϕ , ισ
δενεδ ασ τηε αβσολυτε ϖαλυε οφ τηε αβοϖε θυαντιτψ, ι.ε.
ρ1 ϕ:θϕ =
ϕS δϕ1ϕθ
S δ11S
δ
ϕϕ
; (35)
ωηιλστ τηε σθυαρεδ παρτιαλ ωαϖελετ χοηερενχψ οφ ξ1 ανδ ξϕ αλλοωινγ φορ αλλ τηε οτηερ σεριεσ ισ γιϖεν βψ
ρ21 ϕ:θϕ =
ϕS δϕ1ϕ2
S δ11S
δ
ϕϕ
: (36)
4.4 Φορµυλασ ιν Τερµσ οφ Σιµπλε (Χοµπλεξ) Χοηερενχιεσ
Τηε αβοϖε φορµυλασ φορ τηε µυλτιπλε ανδ παρτιαλ χοηερενχιεσ ωερε γιϖεν ιν τερµσ οφ τηε σµοοτηεδ
σπεχτρα Σιϕ . Ωε χαν αλσο δενε τηεσε χοηερενχιεσ ιν τερµσ οφ σιµπλε χοµπλεξ χοηερενχιεσ (ι.ε. ωαϖελετ
χοµπλεξ χοηερενχιεσ βετωεεν παιρσ οφ σεριεσ).
Χορρεσπονδινγ το τηε µατριξ S , ωε νοω χονσιδερ τηε µατριξ C οφ αλλ τηε χοµπλεξ ωαϖελετ
χοηερενχιεσ %ιϕ , ι.ε.
C =
266664
1 %12    %1π
%21 1    %2π
...
...
. . .
...
%π1 %π2    1
377775 (37)
Νοτε τηατ %ϕϕ =
Σ(Ωϕϕ)
(Σ(ϕΩϕ ϕ2)Σ(ϕΩϕ ϕ2))1=2
=
Σ(ϕΩϕ ϕ2)
Σ(ϕΩϕ ϕ2) = 1: Ασ S , τηε µατριξ C ισ αλσο αν Ηερµιτιαν µατριξ,
ι.ε. %ιϕ = %

ϕι.
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Τηεν, ωε χαν δενε τηε µυλτιπλε ανδ παρτιαλ ωαϖελετ χοηερενχιεσ βψ τηε φολλοωινγ αλτερνατιϖε
φορµυλασ:
Ρ21(θ) = 1 
C δ
C δ11
; (38)
%1 ϕ:θϕ =  
C δϕ1θ
C δ11C
δ
ϕϕ
; (39)
ανδ
ρ1 ϕ:θϕ =
ϕC δϕ1ϕθ
C δ11C
δ
ϕϕ
: (40)
Τηε προοφ οφ τηε αβοϖε ρεσυλτσ ισ αν αππλιχατιον οφ τηε µυλτιλινεαρ χηαραχτερ οφ α δετερµιναντ;
ωε ιλλυστρατε τηε ρεσυλτ φορ τηε χασε οφ τηε σθυαρεδ µυλτιπλε χοηερενχψ ιν Αππενδιξ Α.
4.5 Εξπρεσσιον οφ Μυλτιπλε Χοηερενχψ ιν Τερµσ οφ Παρτιαλ Χοηερενχιεσ
Τηε σθυαρεδ µυλτιπλε χοηερενχψ χαν βε εξπρεσσεδ ιν τερµσ οφ σθυαρεδ παρτιαλ χοηερενχιεσ, βψ υσινγ
τηε φολλοωινγ φορµυλα:
1 Ρ21(2:::π) = (1  ρ212)(1  ρ213:2) : : : (1  ρ21π:23:::(π 1)): (41)
Τηε προοφ οφ τηε αβοϖε ρεσυλτ ισ γιϖεν ιν Αππενδιξ Α.
4.6 Παρτιαλ Πηασε−∆ι⁄ερενχε
Ηαϖινγ δενεδ τηε χοµπλεξ παρτιαλ ωαϖελετ χοηερενχψ %1 ϕ:θϕ βετωεεν τηε σεριεσ ξ1 ανδ τηε σεριεσ
ξϕ , αφτερ ρεµοϖινγ τηε ινυενχε οφ αλλ τηε ρεµαινινγ σεριεσ, ωε νοω δενε τηε παρτιαλ πηασε−δελαψ
(πηασε−δι⁄ερενχε) οφ ξ1 οϖερ ξϕ , γιϖεν αλλ τηε οτηερ σεριεσ, ασ τηε ανγλε οφ %1 ϕ:θϕ . Ωε ωιλλ δενοτε
τηισ πηασε−δι⁄ερενχε βψ 1 ϕ:θϕ , ι.ε.
1 ϕ:θϕ = Αρχταν
 
=(%1 ϕ:θϕ )
<(%1 ϕ:θϕ )
!
(42)
4.7 Φορµυλασ Φορ Τηρεε ςαριαβλεσ
Λετ υσ ιλλυστρατε τηε υσε οφ τηε αβοϖε φορµυλασ φορ τηε χασε ωηερε ωε ϕυστ ηαϖε τηρεε σεριεσ ξ1, ξ2
ανδ ξ3. Ιν τηε αππενδιξ ωε σηοω τηατ, ιν τηισ χασε, ωε ηαϖε
Ρ21(2 3) =
Ρ212 +Ρ
2
13   2< (%12 %23 %13)
1 Ρ223
(43)
Φορ τηε χοµπλεξ παρτιαλ ωαϖελετ χοηερενχψ %1 2:3, φορµυλα (39) γιϖεσ
%1 2:3 =
%12   %13%23π
(1 Ρ213)(1 Ρ223)
(44)
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4.8 Εξαµπλε 3: Παρτιαλ Χοηερενχψ ανδ Πηασε−∆ι⁄ερενχε
Χονσιδερ τηρεε τιµε σεριεσ τηατ σηαρε τωο χοµµον χψχλεσ, ωιτη σοµε λεαδσ ανδ δελαψσ.
ξτ = σιν
 
2
3 τ

+ 3 σιν
 
2
6 τ

+ ∀ξ;τ
ψτ = 4 σιν
 
2
3 (τ+
5
12)

+ 3 σιν
 
2
6 (τ  1012)

+ ∀ψ;τ
ζτ = 3 χοσ
 
2
6 τ

; τ = 0;
1
12
;
2
12
; : : : ; 50:
Φιγυρε 6: (α) Ωαϖελετ χοηερενχψ βετωεεν ξτ ανδ ψτ; (β) Ωαϖελετ παρτιαλ χοηερενχψ βετωεεν ξτ ανδ ψτ; αφτερ
χοντρολλινγ φορ ζτ; (α.2) − (α.3) Πηασε−δι⁄ερενχε; (β.2) − (β.3) Παρτιαλ πηασε−δι⁄ερενχε.
Λοοκινγ ατ τηε φορµυλασ, ιτ ισ χλεαρ τηατ ξτ ανδ ψτ σηαρε 3−ψεαρ ανδ 6−ψεαρ χψχλεσ. Ωηιλε ψτ λεαδσ
ξτ ιν τηε σηορτερ περιοδ χψχλε, τηε οπποσιτε ηαππενσ ιν τηε λονγερ περιοδ χψχλε. Ιν τηισ εξαµπλε, ωε
αδδεδ α τηιρδ ϖαριαβλε, ζτ; ωηιχη σηαρεσ τηε σιξ ψεαρ χψχλε ωιτη ξτ ανδ ζτ: Τηε χψχλεσ αρε ποσιτιϖελψ
χορρελατεδ.
Ιν Φιγυρε 6, ον τηε λεφτ, ωε χοµπυτε τηε ωαϖελετ χοηερενχψ βετωεεν ψτ ανδ ξτ. Ον τηε ριγητ,
ωε χοµπυτε τηε παρτιαλ ωαϖελετ χοηερενχψ, αφτερ χοντρολλινγ φορ ζτ: Τηε ρεσυλτσ αρε ωηατ ονε ωουλδ
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εξπεχτ. Ωηιλε τηε ωαϖελετ χοηερενχψ ανδ πηασε−δι⁄ερενχε (ον τηε λεφτ) χαπτυρεσ τηε ρελατιον βετωεεν
βοτη χψχλεσ, ον τηε ριγητ, αφτερ χοντρολλινγ φορ ζτ; ωηιχη σηαρεσ τηε 6 ψεαρ χψχλε ωιτη ξτ αν ψτ; ονλψ
τηε τηρεε ψεαρ χψχλε ρελατιονσ αρε χαπτυρεδ. Ανδ αχτυαλλψ τηεσε ρελατιονσ αρε χαπτυρεδ εϖεν βεττερ
τηαν ωιτη τηε σιµπλε χοηερενχψ. Τηισ ισ το βε εξπεχτεδ: ωηεν τηερε αρε σεϖεραλ χψχλεσ ινυενχινγ
τηε σεριεσ ατ τηε σαµε τιµε, αφτερ χοντρολλινγ φορ σοµε οφ τηοσε, ωε σηουλδ γετ α χλεανερ ϖιεω οφ τηε
οτηερσ.
Τηε χονχεπτ οφ ωαϖελετ παρτιαλ χοηερενχψ ισ αν εξτενσιον οφ τηε χονχεπτ οφ ωαϖελετ χοηερενχψ
ϕυστ λικε παρτιαλ χορρελατιον ισ αν εξτενσιον οφ τηε σιµπλε χορρελατιον. Ωιτη τηισ τοολ, ονε χαν µοϖε
βεψονδ υνι ανδ βιϖαριατε ωαϖελετ αναλψσισ το ηιγηερ ορδερ ϖαριατε ωαϖελετ αναλψσισ.
5 Σιγνιχανχε Τεστσ
Ασ ωιτη οτηερ τιµε σεριεσ µετηοδσ, ιτ ισ ιµπορταντ το ασσεσσ τηε στατιστιχαλ σιγνιχανχε οφ τηε ρεσυλτσ
οβταινεδ βψ ωαϖελετ αναλψσισ. Τηε σεµιναλ παπερ βψ Τορρενχε ανδ Χοµπο (1998) ισ ονε οφ τηε
ρστ ωορκσ το δισχυσσ σιγνιχανχε τεστινγ φορ ωαϖελετ ανδ χροσσ−ωαϖελετ ποωερ. Βασεδ ον α λαργε
νυµβερ οφ Μοντε Χαρλο σιµυλατιονσ, Τορρενχε ανδ Χοµπο χονχλυδεδ τηατ τηε λοχαλ ωαϖελετ ποωερ
σπεχτρυµ οφ α ωηιτε νοισε ορ αν ΑΡ(1) προχεσσ, νορµαλιζεδ βψ τηε ϖαριανχε οφ τηε τιµε σεριεσ,
ισ ωελλ αππροξιµατεδ βψ α χηι−σθυαρεδ διστριβυτιον. Τορρενχε ανδ Χοµπο αλσο δεριϖεδ εµπιριχαλ
διστριβυτιονσ φορ χροσσ−ωαϖελετ ποωερ. Ιφ σπεεδ ισ αν ισσυε, τηεν ηαϖινγ τηεσε διστριβυτιονσ δεριϖεδ ισ
α πλυσ. Ηοωεϖερ, ιφ χοµπυτερ τιµε ισ νοτ α χονστραιντ, γιϖεν τηατ τηεσε διστριβυτιονσ ωερε δεριϖεδ
βψ Μοντε Χαρλο σιµυλατιονσ, τηεν ονε µιγητ ασ ωελλ ϕυστ δο τηε Μοντε Χαρλο σιµυλατιονσ διρεχτλψ.
Γε (2007 ανδ 2008) ρεχονσιδερσ τηε δισχυσσιον οφ τηε σιγνιχανχε τεστινγ φορ τηε ωαϖελετ, χροσσ−
ωαϖελετ ποωερ ανδ ωαϖελετ χοηερενχψ. Τηε αυτηορ χονχεντρατεσ ον τηε υσε οφ α σπεχιχ ωαϖελετ (τηε
Μορλετ ωαϖελετ) ανδ, ασσυµινγ α Γαυσσιαν ωηιτε νοισε προχεσσ, αναλψτιχαλλψ δεριϖε τηε χορρεσπονδινγ
σαµπλινγ διστριβυτιονσ. Ηοωεϖερ, τηεσε σαµπλινγ διστριβυτιονσ ωερε σηοων το βε ηιγηλψ δεπενδεντ
ον τηε λοχαλ χοϖαριανχε στρυχτυρε οφ τηε ωαϖελετ, α φαχτ τηατ µακεσ τηε σιγνιχανχε λεϖελσ ιντιµατελψ
ρελατεδ το τηε σπεχιχ ωαϖελετ φαµιλψ υσεδ, µεανινγ τηατ τηεψ χαννοτ βε γενεραλιζεδ. Νατυραλλψ, νο
ωορκ ηασ βεεν δονε ον σιγνιχανχε τεστινγ φορ τηε παρτιαλ χοηερενχψ, ασ, το τηε βεστ οφ ουρ κνοωλεδγε,
τηισ µεασυρε ηασ νοτ βεεν ιντροδυχεδ ελσεωηερε. Μαραυν, Κυρτησ ανδ Ηολσχηνειδερ (2007) αργυεδ
τηατ ποιντωιζε σιγνιχανχε τεστσ, λικε τηε ονεσ δεσχριβεδ, γενερατε τοο µανψ φαλσε ποσιτιϖεσ. Τηεψ
προποσεδ αν αρεαωισε τεστ ωηιχη αιµσ ατ χορρεχτινγ φαλσε ποσιτιϖεσ οφ ποιντωισε τεστσ, βασεδ ον τηε
αρεα ανδ σηαπε οφ τηε σιγνιχαντ ρεγιονσ. Λαχηοωιχζ (2009), ηοωεϖερ, σηοωσ τηατ σοµε µορε ωορκ
νεεδσ το βε δονε ιν τηισ αρεα.
Ιν ουρ εξαµπλεσ ανδ ιν ουρ τοολβοξ, τηε τεστσ οφ σιγνιχανχε αρε ειτηερ βασεδ ον ϖερψ σιµπλε
Μοντε Χαρλο σιµυλατιονσ ορ βοοτστραππινγ. Ωε τ αν ΑΡΜΑ(π; θ) µοδελ ανδ τηεν χονστρυχτ νεω
σαµπλεσ βψ βοοτστραπ ορ βψ δραωινγ ερρορσ φροµ α Γαυσσιαν διστριβυτιον. Ιν τηε ρστ οπτιον, ωε υσε
τηε ϖερψ βασιχ βοοτστραπ τεχηνιθυε δεσχριβεδ ιν Σεχτιον 2.1 οφ Βερκοωιτζ ανδ Κιλιαν (2000).
Το ουρ κνοωλεδγε, τηερε αρε νο γοοδ στατιστιχαλ τεστσ φορ τηε πηασε−δι⁄ερενχε. Ιν φαχτ, Γε (2008)
σηοωεδ τηατ, υνδερ τηε νυλλ οφ νο λινεαρ ρελατιον βετωεεν τωο ϖαριαβλεσ, τηε πηασε ανγλε ωιλλ βε
υνιφορµλψ διστριβυτεδ. Ηενχε ιτ ωιλλ βε δισπερσεδ βετωεεν − ανδ . Βεχαυσε οφ τηατ, Γε αργυεσ τηατ
ονε σηουλδ νοτ υσε σιγνιχανχε τεστσ φορ τηε ωαϖελετ πηασε−δι⁄ερενχε. Ινστεαδ, ιτσ αναλψσισ σηουλδ βε
χοµπλεµεντεδ βψ ινσπεχτιον οφ τηε χοηερενχε σιγνιχανχε.
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Φιγυρε 7: (α) ΓΝΠ (θυαρτερλψ) γροωτη ρατε φορ τηε Υνιτεδ Στατεσ; (β) Ωαϖελετ ποωερ σπεχτρυµ − τηε βλαχκ
χοντουρ δεσιγνατεσ τηε 5% σιγνιχανχε λεϖελ βασεδ ον αν ΑΡΜΑ(1,1) νυλλ. Τηε χονε οφ ινυενχε, ωηιχη
ινδιχατεσ τηε ρεγιον α⁄εχτεδ βψ εδγε ε⁄εχτσ, ισ σηοων ωιτη α τηιχκ βλαχκ λινε. Τηε χολορ χοδε φορ ποωερ ρανγεσ
φροµ βλυε (λοω ποωερ) το ρεδ (ηιγη ποωερ). Τηε ωηιτε λινεσ σηοω τηε µαξιµα οφ τηε υνδυλατιονσ οφ τηε ωαϖελετ
ποωερ σπεχτρυµ.
6 Τηρεε Αππλιχατιονσ
6.1 Τηε Γρεατ Μοδερατιον ιν τηε Υνιτεδ Σατεσ
Ιν Φιγυρε 7 (α), ωε ηαϖε τηε ρεαλ ΓΝΠ (θυαρτερλψ) γροωτη ρατε φορ τηε Υνιτεδ Στατεσ, φροµ 1947θ2
υντιλ 2010θ3. Ιν Φιγυρε 7 (β), ονε χαν οβσερϖε τηε ωαϖελετ ποωερ σπεχτρυµ. Ατ βυσινεσσ χψχλε
φρεθυενχιεσ, τηε ωαϖελετ ποωερ ωασ ηιγη ανδ στατιστιχαλλψ σιγνιχαντ, υντιλ εαρλψ 1960σ. Αφτερ τηατ,
τηε ϖολατιλιτψ ατ αλλ φρεθυενχιεσ στεαδιλψ δεχρεασεδ, ωιτη αν εξχεπτιον βετωεεν µιδ 1970σ ανδ 1984,
ωηεν τηε ϖαριανχε ατ τηε βυσινεσσ χψχλε φρεθυενχψ (1.5 το 8 ψεαρσ) ωασ θυιτε ηιγη αγαιν, προβαβλψ
ασ α ρεσυλτ οφ τηε σεϖερε οιλ χρισισ τηατ ηιτ τηε ωορλδ εχονοµψ ιν 1973 ανδ 1979 ανδ λαστεδ υντιλ τηε
εαρλψ 1980σ.
Τηεσε ρεσυλτσ φορ τηε µαχροεχονοµιχ ϖολατιλιτψ ιν τηε Υνιτεδ Στατεσ αρε χοµπατιβλε ωιτη τηε
ρεσυλτσ οφ Γαλλεγατι ανδ Γαλλεγατι (2007), ωηο στυδιεδ τηισ ισσυε φορ τηε Γ−7 εχονοµιεσ υσινγ δισχρετε
ωαϖελετ αναλψσισ. Το βε µορε πρεχισε, τηεψ υσε τηε ΜΟ∆ΩΤ το δεχοµποσε τηε ουτπυτ τιµε σεριεσ
ιν σχαλεσ (ορ φρεθυενχιεσ). Τηεν τηεψ αρε αβλε το δεχοµποσε τηε ωαϖελετ ϖαριανχε ον α σχαλε−βψ−σχαλε
βασισ. Φιναλλψ, τηεψ εστιµατε εαχη σχαλε ϖαριανχε φορ φουρ δι⁄ερεντ δεχαδεσ. Τηεψ αλσο χονχλυδε τηατ
ϖολατιλιτψ ιν 1970σ ινχρεασεσ, προβαβλψ δυε το τηε οιλ σηοχκσ, ατ εϖερψ ρελεϖαντ σχαλε/φρεθυενχψ. Αφτερ
τηατ, ϖολατιλιτψ δεχρεασεσ. Τηισ εξαµπλε ισ αππροπριατε το ιλλυστρατε τηατ χοντινυουσ ανδ δισχρετε
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ωαϖελετ αναλψσισ αρε θυιτε χοµπλεµενταρψ, ασ ονε ωουλδ εξπεχτ.
Τηεσε ρεσυλτσ φροµ ωαϖελετ αναλψσισ ηελπ το θυαλιφψ σοµε οφ τηε ρεσυλτσ πρεσεντ ιν τηε λιτερατυρε.
Τηε λιτερατυρε ηασ ιδεντιεδ 1984 ασ τηε ψεαρ τηατ µαρκσ τηε βεγιννινγ οφ τηε Γρεατ Μοδερατιον
(Κιµ ανδ Νελσον 1999; ΜχΧοννελλ ανδ Πρεζ−Θυιρ⌠σ 2000). Ιν ρεαλιτψ, ωε χαν οβσερϖε τηατ τηισ
Γρεατ Μοδερατιον µαψ ηαϖε σταρτεδ σοµετιµε εαρλιερ. Ιτ ωασ ιν τηε εαρλψ 1960σ τηατ τηε ϖολατιλιτψ
σταρτεδ το δεχρεασε. Ιτ τηεν ωασ ρεϖιϖεδ, δυε το τηε οιλ σηοχκσ, ατ τηε βυσινεσσ χψχλε φρεθυενχψ ιν
τηε 1970σ, ηοωεϖερ τηισ ινχρεασε ωασ τεµποραρψ. Τηεσε ρεσυλτσ αρε ιν λινε ωιτη Βλανχηαρδ ανδ Σιµον
(2001) ωηο ηαϖε αργυεδ τηατ τηε λαργε σηοχκσ ιν τηε 1970σ ανδ τηε δεεπ χοντραχτιον ιν εαρλψ 1980σ
ηιδε φροµ ϖιεω τηε λονγερ τερµ ϖολατιλιτψ δεχλινε τηατ βεγαν α φεω δεχαδεσ βεφορε.
Ασ ονε ωουλδ εξπεχτ, γιϖεν τηε τυρβυλενχε οφ τηε λαστ ψεαρσ, αφτερ 2007 τηερε ισ αγαιν εϖιδενχε
τηατ ϖολατιλιτψ ισ ινχρεασινγ, συγγεστινγ τηατ τηε Γρεατ Μοδερατιον ισ νοτ σο γρεατ ανψµορε. Ωε
σεε τηισ βεχαυσε τηε ωαϖελετ ποωερ σπεχτρυµ βεχοµεσ στατιστιχαλλψ σιγνιχαντ ιν τηε λατε 2000σ ατ
1.5 το 5 ψεαρσ φρεθυενχιεσ. Αλτηουγη παρτ οφ τηισ ρεγιον µαψ βε α⁄εχτεδ βψ εδγε ε⁄εχτσ (βεχαυσε ιτ
ισ υνδερ τηε ε⁄εχτ οφ τηε χονε οφ ινυενχε) ιτ ισ αλσο τρυε τηατ α παρτ οφ ιτ ισ νοτ α⁄εχτεδ βψ τηοσε
εδγε ε⁄εχτσ. Φιναλλψ, ονε σηουλδ αλσο κεεπ ιν µινδ τηατ, βεχαυσε οφ τηε ζερο παδδινγ, τηισ ινυενχε
ωιλλ τενδ το υνδερεστιµατε, νοτ οϖερεστιµατε, τηε ποωερ σπεχτρυµ.19
6.2 Στοχκ Μαρκετσ: Ωηο ισ τηε Λεαδερ?
Ιν τηισ αππλιχατιον, ωε ιλλυστρατε ηοω ονε χαν υσε ωαϖελετ χοηερενχψ ανδ πηασε−δι⁄ερενχε αναλψσισ το
στυδψ σψνχηρονισµ βετωεεν τωο τιµε σεριεσ. Το ιλλυστρατε τηισ, ωε ασσεσσ τηε χοορδινατιον βετωεεν
τηρεε δι⁄ερεντ στοχκ µαρκετ ινδιχεσ. Ωε χολλεχτ µοντηλψ δατα ον τηε Πριχε Ινδεξ φορ ΦΤΣΕ Αλλ−
Σηαρε (Υνιτεδ Κινγδοµ), τηε Σ&Π 500 (Υνιτεδ Στατεσ) ανδ τηε ∆ΑΞ (Γερµανψ). Τηισ ισσυε οφ τηε
ιντερνατιοναλ στοχκ µαρκετσ χοµοϖεµεντ ηασ δραων σοµε αττεντιον ιν τηε λιτερατυρε. Ιν παρτιχυλαρ,
αφτερ Οχτοβερ 1987, ωηεν σεϖεραλ µαρκετσ φελλ τογετηερ, δεσπιτε ηετερογενουσ εχονοµιχ χονδιτιονσ
(Κινγ ανδ Ωαδηωανι 1990). Ιν σπιτε οφ τηισ επισοδε, Κινγ, Σεντανα ανδ Ωαδηωανι (1992) φουνδ
εϖιδενχε αγαινστ τηε ηψποτηεσισ οφ ιντερνατιοναλλψ ιντεγρατεδ χαπιταλ µαρκετσ. Μορε ρεχεντλψ, Φορβεσ
ανδ Ριγοβον (2002) φουνδ εϖιδενχε οφ στρονγ ιντερνατιοναλ ιντερδεπενδενχε λινκαγεσ ιν τηε 1997
Εαστ Ασιαν χρισεσ, τηε 1994 Μεξιχαν πεσο χολλαπσε, ανδ τηε 1987 Υ.Σ. στοχκ µαρκετ χραση ανδ Βροοκσ
ανδ ∆ελ Νεγρο (2004) σηοωσ τηατ τηερε ισ α ρισε ιν χοµοϖεµεντ αχροσσ νατιοναλ στοχκ µαρκετσ αφτερ
τηε µιδ−1990σ αµονγ τηε µαϕορ δεϖελοπεδ χουντριεσ. Φορ µορε ον τηισ, τηε ρεαδερ χαν σεε Ρυα ανδ
Νυνεσ (2009)
Ιν Φιγυρε 8, ωε χαν σεε τηε ωαϖελετ χοηερενχψ βετωεεν Σ&Π ανδ ΦΤΣΕ ανδ βετωεεν Σ&Π ανδ
∆ΑΞ.20 Ιτ ισ αππαρεντ τηατ Νεω Ψορκ σηοωσ µορε ρεγιονσ οφ ηιγη χοηερενχψ ωιτη τηε Λονδον στοχκ
µαρκετ τηαν ωιτη Φρανκφυρτ. Τηισ ισ παρτιχυλαρλψ εϖιδεντ ωηεν ονε φοχυσ ον τηε δεχαδεσ οφ 1980
ανδ 1990 ατ τηε ηιγηερ φρεθυενχψ βανδ (14 ψεαρσ). Τηεσε ρεσυλτσ αρε ιν λινε ωιτη Ρυα ανδ Νυνεσ
(2008) ωηο αλσο χονχλυδεδ τηατ τηε ΥΣ ανδ ΥΚ στοχκ µαρκετσ ηαϖε α ηιγη δεγρεε οφ χοµοϖεµεντ
οϖερ τηε λαστ φορτψ ψεαρσ.
Τηεσε πιχτυρεσ συγγεστ τηατ τηε ΥΚ ανδ τηε ΥΣ στοχκ µαρκετσ βεχαµε µορε σψνχηρονιζεδ ιν
1985, σψνχηρονιζατιον τηατ ωασ εξτενδεδ το Γερµανψ ονλψ ιν τηε δεχαδε οφ 1990. Αν ιντερεστινγ
χονχλυσιον, νοτ πρεσεντ ιν Ρυα ανδ Νυνεσ (2008), αρισεσ ωηεν ονε λοοκσ ατ τηε πηασε−δι⁄ερενχεσ.
19 Ιν Αππενδιξ Α ωε εξπλαιν τηε ρεασον φορ τηεσε βορδερ διστορτιονσ ανδ εξπλαιν ηοω ωε δεαλ ωιτη ιτ.
20Τηε χοηερενχψ βετωεεν ΦΤΣΕ ανδ ∆αξ, νοτ σηοων, ισ ϖερψ σιµιλαρ το τηε χοηερενχψ βετωεεν Σ&Π ανδ ∆ΑΞ.
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Φιγυρε 8: (α.1) − (β.1) Ωαϖελετ χοηερενχψ βετωεεν Σ&Π ανδ ΦΤΣΕ ανδ βετωεεν Σ&Π ανδ ∆ΑΞ; τηε βλαχκ
χοντουρ δεσιγνατεσ τηε 5% σιγνιχανχε λεϖελ βασεδ ον αν ΑΡΜΑ(1,1) νυλλ; (α.2) − (β.2) Πηασε−δι⁄ερενχεσ ατ
14 ψεαρσ φρεθυενχψ βανδ; (α.3) − (β.3) Πηασε−δι⁄ερενχεσ ατ 48 ψεαρσ φρεθυενχψ βανδ.
Ωηιλε, ιν τηε σηορτερ ρυν φρεθυενχιεσ, πηασεσ αρε ϖερψ µυχη αλιγνεδ ανδ, τηερεφορε, τηε πηασε−
δι⁄ερενχε ισ ϖερψ χλοσε το ζερο (µορε οφτεν ποσιτιϖε τηαν νεγατιϖε, ονε µιγητ αδδ), ωηεν ονε λοοκσ
ατ 4 το 8 ψεαρ περιοδ φρεθυενχιεσ, τηε πηασε−δι⁄ερενχε ισ χονσιστεντλψ αβοϖε ζερο, µεανινγ τηατ τηε
ΥΣ στοχκ µαρκετ λεαδσ τηε οτηερ στοχκ µαρκετσ.21 Τηε σαµε αναλψσισ, νοτ σηοων, χοµπαρινγ τηε
ΥΚ ανδ τηε Γερµαν στοχκ µαρκετσ ωουλδ λεαδ το τηε χονχλυσιον τηατ τηεσε τωο µαρκετσ µοϖε ϖερψ
µυχη τογετηερ, ωιτη νο νοτιχεαβλε λεαδ ορ δελαψ ιν τηε ρεγιονσ οφ ηιγη χοηερενχψ.
21 Ιτ ισ τρυε τηατ υντιλ εαρλψ 1990σ τηε πηασε−δι⁄ερενχε βετωεεν Σ&Π ανδ ∆ΑΞ ισ νεγατιϖε, ηοωεϖερ τηισ ισ α περιοδ
οφ λοω χοηερενχψ ανδ, τηερεφορε, τηερε ισ νοτ µυχη µεανινγ ατταχηεδ το τηε πηασε−δι⁄ερενχε.
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Φιγυρε 9: (α.1) Ωαϖελετ χοηερενχψ βετωεεν Σ&Π ανδ οιλ πριχεσ; (β.1) Ωαϖελετ παρτιαλ χοηερενχψ βετωεεν Σ&Π
ανδ οιλ πριχεσ, αφτερ χοντρολλινγ φορ ινατιον, ρεαλ ιντερεστ ρατεσ ανδ ινδυστριαλ προδυχτιον. Τηε βλαχκ (γρεψ)
χοντουρ δεσιγνατεσ τηε 5% (10%) σιγνιχανχε λεϖελ βασεδ ον αν ΑΡΜΑ(1,1) νυλλ; (α.2) Πηασε−δι⁄ερενχε ατ
3  8 ψεαρσ φρεθυενχψ βανδ; (β.2) Παρτιαλ πηασε−δι⁄ερενχεσ ατ 3  8 ψεαρσ φρεθυενχψ βανδ.
6.3 Στοχκ Μαρκετσ ανδ Οιλ Πριχεσ.
Τηε µαχροεχονοµιχ ιµπαχτ οφ οιλ πριχε σηοχκσ ισ τηε συβϕεχτ οφ ιννυµερουσ παπερσ ανδ µοδελλινγ
ιτσ ε⁄εχτσ ισ νοτ ασ τριϖιαλ ασ ονε µαψ τηινκ (σεε Αγυιαρ−Χονραρια ανδ Ωεν 2007 ανδ Κιλιαν 2008).
Αγυιαρ−Χονραρια ανδ Σοαρεσ (2011α) ηαϖε αλρεαδψ αππλιεδ ωαϖελετ αναλψσισ το στυδψ τηε ρελατιον
βετωεεν οιλ πριχεσ ανδ τηε µαχροεχονοµψ. Τηερε ισ αλσο α σµαλλερ λιτερατυρε δεϖοτεδ το τηε ιµπαχτ
οφ οιλ σηοχκσ ιν τηε στοχκ µαρκετσ. Σαδορσκψ (1999) ανδ Χινερ (2001), φορ εξαµπλε, φουνδ τηατ
ινχρεασεσ ιν οιλ πριχεσ ηαδ, ιν γενεραλ, νεγατιϖε ιµπαχτσ ον στοχκ µαρκετ ρετυρνσ. Ιν α δι⁄ερεντ
διρεχτιον ωερε τηε χονχλυσιονσ οφ Ηυανγ, Μασυλισ ανδ Στολλ (1996). Τηεψ χονχλυδεδ τηατ λινκαγεσ
βετωεεν οιλ σηοχκσ ανδ τηε νανχιαλ µαρκετσ ωερε, ατ βεστ, ωεακ. Κιλιαν ανδ Παρκ (2009) ρεαχη µορε
συβτλε χονχλυσιονσ. Τηεψ βασιχαλλψ χονχλυδε τηατ ιφ οιλ πριχε ινχρεασεσ αρε τηε ρεσυλτσ οφ οιλ συππλψ
σηοχκσ (ορ εξπεχτατιον τηατ τηερε ωιλλ βε α συππλψ σηορταγε) τηεν τηειρ ιµπαχτ ον τηε στοχκ µαρκετ
ισ νεγατιϖε. Ηοωεϖερ, αν ινχρεασε ιν γλοβαλ αγγρεγατε δεµανδ ωιλλ ρεσυλτ ιν βοτη ηιγηερ ρεαλ οιλ
πριχεσ ανδ ηιγηερ στοχκ πριχεσ. Ωε νοω υσε ηιγηερ ορδερ ωαϖελετ τοολσ το βριεψ στυδψ τηε λινκαγεσ
βετωεεν οιλ πριχεσ ανδ στοχκ µαρκετ ρετυρνσ. Ιτ σηουλδ βεχοµε χλεαρ τηατ µοϖινγ φροµ βιϖαριατε
ωαϖελετ αναλψσισ το ηιγηερ ορδερ αναλψσισ ωιλλ αϖοιδ ρεαχηινγ ερρονεουσ χονχλυσιονσ.
Ωε γατηερεδ µοντηλψ δατα, ρυννινγ φροµ ϑυλψ 1954 το ∆εχεµβερ 2010, ον σεϖεραλ ϖαριαβλεσ:
Σ&Π−500 Στοχκ Μοντηλψ Ρετυρνσ, (λογ) Οιλ Πριχεσ22, (λογ) Ινδυστριαλ Προδυχτιον, ΧΠΙ ινατιον ανδ
22Φορ τηε οιλ πριχε, ωε χονσιδερεδ α νονλινεαρ τρανσφορµατιον α λα Ηαµιλτον (2003). Φορ εαχη περιοδ, ωε χονσιδερ τηε
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τηε Ε⁄εχτιϖε Φεδεραλ Φυνδσ Ρεαλ Ρατε. Ιν Φιγυρε 9, ον τηε λεφτ, ωε ηαϖε τηε ωαϖελετ χοηερενχψ ανδ
πηασε−δι⁄ερενχε βετωεεν τηε στοχκ µαρκετ ρετυρνσ ανδ οιλ πριχεσ; ον τηε ριγητ, ωε ηαϖε τηε παρτιαλ
ωαϖελετ χοηερενχψ ανδ πηασε−δι⁄ερενχε αφτερ χοντρολλινγ φορ τηε οτηερ ϖαριαβλεσ.
Ιτ ισ δι′χυλτ το µακε σενσε οφ τηε πιχτυρε ον τηε λεφτ. Ρεγιονσ οφ ηιγη χοηερενχψ αρε ϖερψ σχαρχε
ανδ τηε πηασε−δι⁄ερενχε ισ νοτ µεανινγφυλ ιν τηεσε σιτυατιονσ. Ιφ ανψτηινγ, ονε ωουλδ χονχλυδε τηατ
τηερε αρε νο ρελεϖαντ λινκαγεσ βετωεεν οιλ πριχεσ ανδ τηε στοχκ µαρκετ. Ηοωεϖερ, ονχε τηε οτηερ
ϖαριαβλεσ αρε χοντρολλεδ φορ, τηε πιχτυρε βεχοµεσ χλεαρερ. Ον τηε ριγητ ωε χαν σεε τηατ τηερε ρεγιονσ
οφ ηιγη χοηερενχψ βετωεεν τηε µιδ−1970σ ανδ µιδ−1980σ αλονγ τηε 3  8 ψεαρ περιοδ φρεθυενχψ βανδ
ανδ αγαιν, ατ λοωερ φρεθυενχιεσ αφτερ τηε εαρλψ 1990σ. Τηε πηασε−δι⁄ερενχε ρεϖεαλσ σοµε ιντερεστινγ
ινσιγητσ. Ιν τηε 1970σ ανδ 1980σ (ατ λεαστ υντιλ τηε µαρκετ χραση οφ 1987), τηε παρτιαλ πηασε−δι⁄ερενχε
ισ βετωεεν =2 ανδ ; ιµπλψινγ αν αντι−πηασε ρελατιον ωιτη τηε οιλ πριχεσ λεαδινγ. Τηισ συγγεστσ τηατ
τηε οιλ πριχε ινχρεασεσ πρεχεδε στοχκ µαρκετ δοωντυρνσ. Τηισ ισ τοταλλψ χοµπατιβλε ωιτη τηε ρεσυλτσ
οφ Κιλιαν ανδ Παρκ (2009), γιϖεν τηατ ιν τηε δεχαδε οφ 1970 ανδ εαρλψ 1980 τηε οιλ χρισεσ ωερε χλεαρλψ
ον τηε συππλψ σιδε. Τηερε ισ α στρυχτυραλ χηανγε αφτερ τηατ. Ιν τηε 1990σ ανδ 2000σ τηε ρεγιονσ
οφ ηιγη χοηερενχψ αρε σιτυατεδ ατ λοωερ φρεθυενχιεσ ανδ, ατ τηε σαµε τιµε, τηε πηασε−δι⁄ερενχε ισ
χονσιστεντλψ βετωεεν 0 ανδ =2; συγγεστινγ τηατ τηε σεριεσ αρε νοω ιν πηασε, ωιτη τηε στοχκ µαρκετ
λεαδινγ. Τηισ ρεσυλτ ρεινφορχεσ τηε δεµανδ σιδε ηψποτηεσισ. Αν ινχρεασε ιν εχονοµιχ αχτιϖιτψ ωιλλ,
νατυραλλψ, βε ρεεχτεδ ιν τηε στοχκ µαρκετ ανδ πρεσσυρε ον οιλ δεµανδ ωιλλ λεαδ το οιλ πριχε ινχρεασεσ,
λενδινγ φυρτηερ συππορτ το τηε χονχλυσιονσ οφ Κιλιαν (2009), Κιλιαν ανδ Παρκ (2009) ανδ Βαυµειστερ
ανδ Πεερσµαν (2008).
7 Χονχλυσιον
Ιν τηισ παπερ, ωε αργυεδ τηατ χοντινυουσ ωαϖελετ αναλψσισ χαν βε α ϖερψ υσεφυλ τοολ το αναλψζε βυσινεσσ
χψχλεσ. Ωε ηαδ τηρεε µαιν οβϕεχτιϖεσ: (1) το πρεσεντ α σελφ−χονταινεδ συµµαρψ ον τηε µοστ ρελεϖαντ
τηεορετιχαλ ρεσυλτσ ρελατεδ το τηε χοντινυουσ ωαϖελετ τρανσφορµ, (2) το δεσχριβε ηοω συχη τρανσφορµσ
χαν βε ιµπλεµεντεδ ιν πραχτιχε, ανδ (3) το γενεραλιζε τηε χονχεπτ οφ µυλτιπλε ανδ παρτιαλ χοηερενχιεσ
το τηε τιµε−φρεθυενχψ φραµεωορκ προϖιδεδ βψ ωαϖελετ αναλψσισ. Ωε αλσο πρεσεντεδ σοµε ρεσυλτσ ον α
νεω φαµιλψ οφ ωαϖελετσ, τηε γενεραλιζεδ Μορσε ωαϖελετσ, ωηιχη αρε βεχοµινγ µορε ποπυλαρ ιν οτηερ
σχιεντιχ ελδσ ανδ αλλοω φορ µορε εξιβιλιτψ τηαν τηε ποπυλαρ Μορλετ ωαϖελετ, ωηιλε κεεπινγ σοµε
οφ ιτσ νιχε προπερτιεσ.
Το ιλλυστρατε τηε ποτεντιαλιτιεσ οφ ωαϖελετ αναλψσισ ανδ το προϖιδε σοµε εασψ το δο εξαµπλεσ, ωε
ωορκεδ ουτ τηρεε χονστρυχτεδ εξαµπλεσ ανδ τηρεε ρεαλ δατα αππλιχατιονσ. Τηε χονστρυχτεδ εξαµπλεσ
ωερε πυτ τογετηερ το σηοω (1) ηοω ωαϖελετ αναλψσισ χαν εασιλψ χαπτυρε τρανσιεντ χψχλεσ τηατ αρε
νοτ σταβλε αχροσσ τιµε ανδ φρεθυενχιεσ ανδ το υνχοϖερ ινφορµατιον τηατ ωουλδ βε δι′χυλτ το εξτραχτ
ωιτη τηε µορε τραδιτιοναλ Φουριερ αναλψσισ; (2) ηοω χροσσ ωαϖελετσ χαν χαπτυρε τρανσιεντ ρελατιονσηιπσ
βετωεεν τωο τιµε σεριεσ ατ δι⁄ερεντ φρεθυενχιεσ; ανδ (3) το ιλλυστρατε τηε υσεφυλνεσσ οφ α νεω χονχεπτ:
ηιγηερ ορδερ χοηερενχιεσ.
Ωε αλσο προϖιδε τηρεε αππλιχατιονσ ωιτη ρεαλ δατα. Ιν ονε οφ τηεµ, ωε αππλιεδ τηε ωαϖελετ ποωερ
µαξιµυµ πριχε αχηιεϖεδ ιν τηε λαστ τηρεε ψεαρσ. Ασ Ηαµιλτον αργυεσ, βψ δοινγ τηισ ανψ οιλ πριχε ινχρεασε ισ χαπτυρεδ
ωηιλε ονλψ περµανεντ οιλ πριχε δεχρεασεσ αρε χονσιδερεδ. Τηισ αν ε′χιεντ ωαψ το χαπτυρε τηε ασψµµετριχ ε⁄εχτσ οφ οιλ
πριχε χηανγεσ.
28
σπεχτρυµ το στυδψ τηε ποστ−ωαρ βυσινεσσ χψχλε ϖολατιλιτψ ιν τηε Υνιτεδ Στατεσ, βψ λοοκινγ ατ ρεαλ
ΓΝΠ γροωτη ρατεσ. Ωε χονχλυδεδ τηατ ωηιλε ιτ ισ τρυε τηατ βυσινεσσ χψχλεσ ωερε ϖερψ αχτιϖε δυρινγ
τηε 70σ ανδ εαρλψ 80σ (αφτερ τηε οιλ πριχε σηοχκσ ιν τηε 70σ), ιτ ισ αλσο τρυε τηατ ουρ ρεσυλτσ συππορτ τηε
ϖιεω οφ Βλανχηαρδ ανδ Σιµον (2001), αχχορδινγ το ωηοµ τηε λαργε σηοχκσ ιν τηε 1970σ δισγυισεδ τηε
φαχτ τηατ τηε µοδερατιον ηαδ βεγυν α φεω δεχαδεσ εαρλιερ. Ιν ουρ σεχονδ αππλιχατιον, ωιτη τηε ηελπ
οφ χροσσ ωαϖελετ αναλψσισ, ωε στυδιεδ σψνχηρονισµ ιν ιντερνατιοναλ στοχκ µαρκετ ρετυρνσ. Ωε σηοωεδ
τηατ χοµοϖεµεντ βετωεεν τηε ΥΣ ανδ τηε ΥΚ µαρκετσ ηασ βεχοµε στρονγερ αφτερ 1985, ωηιλε τηε
χοµοϖεµεντ βετωεεν τηεσε στοχκ µαρκετσ ανδ τηε Γερµαν στοχκ µαρκετ ηασ ονλψ ινχρεασεδ αφτερ
µιδ−1990σ. Ωε ηαϖε αλσο σηοων τηατ ατ λοω φρεθυενχιεσ (4  8 ψεαρ περιοδ φρεθυενχιεσ) τηε ΥΣ στοχκ
µαρκετ λεαδσ τηε οτηερ µεντιονεδ στοχκ µαρκετσ.
Φιναλλψ, ον ουρ τηιρδ εµπιριχαλ αππλιχατιον, ωε υσε παρτιαλ ωαϖελετ χοηερενχιεσ ανδ παρτιαλ πηασε−
δι⁄ερενχε το στυδψ τηε λινκαγεσ βετωεεν οιλ πριχεσ ανδ τηε στοχκ µαρκετσ. Ιτ ισ χλεαρ τηατ σοµε οφ
τηε χονχλυσιονσ ωε ρεαχηεδ ωουλδ βε ϖερψ δι′χυλτ το σποτ ηαδ ωε ϕυστ υσεδ βιϖαριατε χροσσ ωαϖελετ
αναλψσισ.
Ατταχηεδ το τηισ παπερ, τηερε ισ α Ματλαβ τοολβοξ ιµπλεµεντινγ τηε ρεφερρεδ ωαϖελετ τοολσ, ωηιχη
τηε ρεσεαρχηερ χαν φρεελψ υσε ανδ αδαπτ το ηισ/ηερ οων ρεσεαρχη.
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8 Αππενδιξ Α
8.1 ∆ισχρετε Χοµπυτατιονσ
Συπποσε ωε σαµπλε τηε σεριεσ ξ(τ) ωιτη α νε ενουγη σαµπλε ιντερϖαλ τ το αϖοιδ αλιασινγ (ι.ε. ασσυµε
τηατ Ξ(!)  0 φορ ϕ!ϕ > 22τ = τ) ανδ υσε τηε σηορτηανδ νοτατιον ξν = ξ(ντ);ν = 0; : : : ; Ν   1.
Αλσο, λετ ξ = φξν;ν = 0; : : : ; Ν   1γ: Ωιτη Ν εϖεν, φορµυλα (6) χαν βε δισχρετιζεδ ασ
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  τ ⊥ξκ; ωηερε ⊥ξκ =ΠΝ 1ν=0 ξνε ι2νκ=Ν ισ τηε κτη ελεµεντ οφ τηε ∆ισχρετε Φουριερ
Τρανσφορµ (∆ΦΤ) οφ τηε Ν −ϖεχτορ (ξ0; : : : ; ξΝ 1); σεε ε.γ. Βρµαυδ (2002). Ηενχε, ωε οβταιν α
δισχρετιζεδ φορµ οφ τηε ΧΩΤ οφ τηε δισχρετε τιµε σεριεσ ξ = φξν : 0; : : : ; Ν   1γ :
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(45)
Ιν πραχτιχε, νατυραλλψ, τηε ωαϖελετ τρανσφορµ ισ χοµπυτεδ ονλψ φορ α σελεχτεδ σετ οφ σχαλε ϖαλυεσ
σ 2 φσ;  = 0; : : : ; Φ  1γ (χορρεσπονδινγ το α χερταιν χηοιχε οφ φρεθυενχιεσ !). Ηενχε, ουρ χοµπυτεδ
ωαϖελετ σπεχτρυµ οφ τηε δισχρετε−τιµε σεριεσ ξ ωιλλ σιµπλψ βε α Φ Ν µατριξΩξ (ωαϖελετ σπεχτραλ
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µατριξ) ωηοσε (;µ) ελεµεντ ισ γιϖεν βψ
Ωξ(;µ) =
π
σ
Ν
Ν 1Ξ
κ=0
⊥ξκ	
(σωκ)ε
ι2κµ
Ν ; (46)
ωιτη ωκ γιϖεν βψ (45).
23 Τηε αβοϖε φορµυλα ισ αν ε′χιεντ φορµυλα φορ χοµπυτινγ τηε ΧΩΤ, σινχε,
φορ εαχη σχαλε σ, ιτσ ριγητ−ηανδ σιδε ισ σιµπλψ τηε ινϖερσε ∆ΦΤ οφ τηε σεθυενχε (ζ

0; : : : ; ζ

Ν 1) ωηερε
ζκ :=
π
σ ⊥ξκ	
(σωκ); κ = 0; : : : ; Ν   1;
ανδ χαν, τηερεφορε, βε χαλχυλατεδ υσινγ αν ινϖερσε ΦΦΤ.
Νατυραλλψ, αλλ τηε φορµυλασ γιϖεν πρεϖιουσλψ φορ οτηερ ωαϖελετ µεασυρεσ, συχη ασ τηε χροσσ−
ωαϖελετ τρανσφορµ, τηε ωαϖελετ χοηερενχψ ανδ τηε πηασε−δι⁄ερενχε ηαϖε δισχρετε χουντερπαρτσ. Φορ
εξαµπλε, χορρεσπονδινγ το φορµυλα (23) φορ τηε χροσσ−ωαϖελετ τρανσφορµ, ωε ηαϖε α δισχρετιζεδ
ϖερσιον Ωξψ(;µ) = Ωξ(;µ)Ω

ψ(;µ):Φορµυλα (27) φορ τηε πηασε−δι⁄ερενχε ισ δισχρετιζεδ ασ
ξψ(;µ) =Αρχταν
=(Ωξψ(;µ))
<(Ωξψ(;µ))

:
8.1.1 Χηοιχε οφ σχαλεσ
Τηε σχαλεσ αρε υσυαλλψ χηοσεν ασ φραχτιοναλ ποωερσ οφ 2:
σ = σ0 2

νς ;  = 0; 1; : : : ; νς  νΟ; (47)
ωηερε νΟ δενοτεσ τηε νυµβερ οφ οχταϖεσ (ι.ε. ποωερσ οφ τωο) ανδ νς τηε νυµβερ οφ ϖοιχεσ χαλχυλατεδ
περ οχταϖε (ι.ε., Φ = νς  νΟ + 1).
8.1.2 Χονε οφ ινυενχε
Ασ ωιτη οτηερ τψπεσ οφ τρανσφορµσ, τηε ΧΩΤ αππλιεδ το α νιτε λενγτη τιµε−σεριεσ ινεϖιταβλψ συ⁄ερσ
φροµ βορδερ διστορτιονσ; τηισ ισ δυε το τηε φαχτ τηατ τηε ϖαλυεσ οφ τηε τρανσφορµ ατ τηε βεγιννινγ
ανδ τηε ενδ οφ τηε τιµε−σεριεσ αρε αλωαψσ ινχορρεχτλψ χοµπυτεδ, ιν τηε σενσε τηατ τηεψ ινϖολϖε
µισσινγ ϖαλυεσ οφ τηε σεριεσ ωηιχη αρε τηεν αρτιχιαλλψ πρεσχριβεδ. Ωηεν υσινγ τηε φορµυλα (46), α
περιοδιζατιον οφ τηε δατα ισ ασσυµεδ. Ηοωεϖερ, βεφορε ιµπλεµεντινγ φορµυλα (46), ονε υσυαλλψ παδσ
τηε σεριεσ ωιτη ζεροσ, το αϖοιδ ωραππινγ. Σινχε τηε ε⁄εχτιϖε συππορτ∀ οφ τηε ωαϖελετ ατ σχαλε σ ισ
προπορτιοναλ το σ, τηεσε εδγε−ε⁄εχτσ αλσο ινχρεασε ωιτη σ. Τηε ρεγιον ιν ωηιχη τηε τρανσφορµ συ⁄ερσ
φροµ τηεσε εδγε ε⁄εχτσ ισ χαλλεδ τηε χονε οφ ινυενχε (ΧΟΙ). Ιν τηισ αρεα οφ τηε τιµε−φρεθυενχψ πλανε
τηε ρεσυλτσ αρε συβϕεχτ το βορδερ διστορτιονσ ανδ ηαϖε το βε ιντερπρετεδ χαρεφυλλψ.
8.2 Ηιγηερ ορδερ χροσσ−ωαϖελετσ: σοµε ρεσυλτσ
8.2.1 Προοφ τηατ Ρ21(θ) = 1  C
δ
C δ11
Σινχε Σιι = Σ (ΩιΩ

ι ) = Σ
 ϕΩιϕ2 ισ α νον−νεγατιϖε θυαντιτψ, λετ σι := πΣιι. Ρεχαλλινγ τηε φορµυλα
ωηιχη εξπρεσσεσ τηε χοµπλεξ χοηερενχιεσ ιν τερµσ οφ τηε ωαϖελετ σπεχτρα (25) ανδ τηε νοτατιον οφ
23Ωε χηοοσε το µακε τηε ροω ινδεξεσ οφ τηε µατριξ χορρεσπονδ το σχαλεσ ανδ τηε χολυµνσ το τιµεσ, σο τηατ τηε πλοτσ
οφ τηισ µατριξ ωιλλ νατυραλλψ λεαδ το τιµεσ ιν τηε ξ−αξισ ανδ φρεθυενχιεσ (ορ περιοδσ) ιν τηε ψ−αξισ.
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εθυατιον (31), ωε σεε τηατ %ιϕ =
Σιϕ
σισϕ
: Ηενχε,
C
δ = δετC = δετ
2666664
1 Σ12σ1σ2   
Σ1π
σ1σπ
Σ21
σ2σ1
1    Σ2πσ2σπ
...
...
. . .
...
Σπ1
σπσ1
Σπ2
σπσ2
   1
3777775
Βψ υσινγ α ωελλ−κνοων προπερτψ οφ δετερµιναντσ (ιφ α χολυµν ορ α ροω οφ α µατριξ ισ µυλτιπλιεδ βψ
α χονσταντ, τηε δετερµιναντ ισ µυλτιπλιεδ βψ τηατ χονσταντ), ωε ηαϖε τηατ
C
δ =
1
σ21σ
2
2 : : : σ
2
π
S
δ:
Αλσο, σινχε C δ11 ισ τηε δετερµιναντ οφ τηε µατριξ οβταινεδ βψ δελετινγ τηε ρστ ροω ανδ ρστ χολυµν
οφ C , ιτ ισ ιµµεδιατε το χονχλυδε τηατ
C
δ
11 =
1
σ22 : : : σ
2
π
S
δ
11:
Ηενχε, ωε ηαϖε
1  C
δ
C δ11
= 1  σ
2
2 : : : σ
2
π
σ21σ
2
2 : : : σ
2
π
S δ
S δ11
= 1  S
δ
21S
δ
11
= 1  S
δ
Σ11S δ11
ωηιχη ισ πρεχισελψ φορµυλα (33). Τηε προοφσ οφ εθυατιονσ (39) ανδ (40) ινϖολϖε σιµιλαρ στεπσ.
8.2.2 Προοφ τηατ 1 Ρ21(2:::π) = (1  ρ212)(1  ρ213:2) : : : (1  ρ21π:23:::(π 1)):
Λετ Θ = C 22 (ι.ε. τηε συβµατριξ οφ C οβταινεδ βψ συππρεσσινγ ιτσ 2
νδ ροω ανδ 2νδ χολυµν). Τηεν,
φροµ (33), ωε ηαϖε
1 Ρ21(3:::π) =
Θδ
Θδ11
:
Σινχε,
1 Ρ21(2:::π) =
C δ
C δ11
;
ωε οβταιν
1 Ρ21(2:::π)
1 Ρ21(3:::π)
=
Θδ11
C δ11
C
Θδ :
Βυτ, φροµ τηε τηε δενιτιον οφ Θ, ωε ηαϖε τηατΘδ = C δ22. Μορεοϖερ, βψ υσινγ τηε ϑαχοβισ γενεραλιζεδ
τηεορεµ ον δετερµιναντσ, ωε αλσο ηαϖε τηατ
Θδ11C δ =
C δ11 C δ12C δ21 C δ22
 ;
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σινχε Θδ11 ισ τηε χοµπλεµενταρψ µινορ οφ τηε µινορ
 1 %12%21 1
 ιν C δ. Ηενχε, ωε γετ
1 Ρ21(2:::π)
1 Ρ21(3:::π)
=
C δ11 C δ12C δ21 C δ22

C δ11C
δ
22
=
C δ11C
δ
22   C δ12C δ21
C δ11C
δ
22
= 1  C
δ
12C
δ
21
C δ11C
δ
22
ορ, βψ υσινγ (34),
1 Ρ21(2:::π)
1 Ρ21(3:::π)
= 1  %1 2:θ2%2 1:θ2
Βυτ, βψ υσινγ τηε φαχτ τηατ C ισ Ηερµιτιαν, ωε εασιλψ χονχλυδε τηατ %2 1:θϕ = %

1 2:θ2
, ηενχε %1 2:θ2%2 1:θ2 =
%1 2:θ2%

1 2:θ2
= ϕ%1 2:θ2 ϕ2 = ρ212:θ2 = ρ21 2:(3:::π): Σο, ωε ναλλψ οβταιν
1 Ρ21(2:::π) = (1 Ρ21(3:::π))(1  ρ21 2:(3:::π)):
Ιφ ωε φολλοω τηε σαµε προχεσσ φορ 1 Ρ21(3:::π) ανδ ρεπλαχε τηε χορρεσπονδινγ εξπρεσσιον ιν τηε φορµυλα
αβοϖε, ωε οβταιν
1 Ρ21(2:::π) = (1 Ρ21(4:::π))(1  ρ21 3:(4:::π))(1  ρ21 2:(3:::π))
Βψ ρεπεατινγ τηισ προχεσσ συχχεσσιϖελψ, ωε ενδ υπ ωιτη
1 Ρ21(2:::π) = (1 Ρ21π)(1  ρ21(π 1):π)(1  ρ21(π 2):((π 1)π) : : : (1  ρ212:(3:::π)):
Ιν τηε λεφτ ηανδ σιδε οφ αβοϖε φορµυλα, τηε ορδερ ιν ωηιχη τηε σεχονδαρψ συβσχριπτσ (ι.ε. αλλ τηε
συβσχριπτσ εξχεπτ 1) ιν Ρ21(2:::π) αρε γιϖεν ισ ιρρελεϖαντ; βψ περµυτινγ τηεµ αππροπριατελψ, ωε χαν
ωριτε
1 Ρ21(2:::π) = (1 Ρ212)(1  ρ21 3:2)(1  ρ21 4:2 3) : : : (1  ρ21π:2 3:::(π 1)):
ωηιχη ισ πρεχισελψ φορµυλα (41), υσινγ τηε οβϖιουσ φαχτ τηατ Ρ212 = ρ
2
12
8.2.3 Φορµυλασ φορ τηρεε ϖαριαβλεσ
Συπποσε τηατ ωε ϕυστ ηαϖε τηρεε σεριεσ ξ1, ξ2 ανδ ξ3. Ιν τηισ χασε, τηε µατριξ C οφ χοηερενχιεσ ισ
σιµπλψ
C =
0Β≅ 1 %12 %13%21 1 %23
%31 %32 1
1ΧΑ
Ρεχαλλ τηατ τηισ ισ αν Ηερµιτιαν µατριξ, ανδ σο ωε ηαϖε: %ϕι = %

ιϕ ανδ %ιϕ %ϕι = %ιϕ %

ιϕ = ϕ%ιϕ ϕ2 = Ρ2ιϕ :
Ηενχε, ωε ηαϖε:
C
δ
11 =
 1 %23%32 1
 = 1  %23 %32 = 1 Ρ223:
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C
δ =
 1 %23%32 1
  %12
%21 %23%31 1
+ %13
%21 1%31 %32

= 1 Ρ223   %12 (%21   %23%31) + %13 (%21%32   %31)
= 1 Ρ223   ρ212   ρ213 + %12 %23 %31 + %21 %32 %13%32
= 1 Ρ223  Ρ212   ρ213 + 2< (%12 %23 %31)
= 1 Ρ223  Ρ212   ρ213 + 2< (%12 %23 %13)
Τηερεφορε, βψ υσινγ φορµυλα (38) φορ τηε σθυαρεδ µυλτιπλε χοηερενχψ, ωε γετ
Ρ21(2 3) = 1 
1 Ρ223  Ρ212  Ρ213 + 2< (%12 %23 %13)
1 Ρ223
=
Ρ212 +Ρ
2
13   2< (%12 %23 %13)
1 Ρ223
(48)
Φορ τηε χοµπλεξ παρτιαλ ωαϖελετ χοηερενχψ %1 2:3, φορµυλα (39) γιϖεσ
%1 2:3 =  
C δ21θ
C δ11C
δ
22
Βυτ:
C
δ
11 = 1 Ρ223 ανδ C δ22 = 1 Ρ213
C
δ
21 = ( 1)(1+2)
%12 %13%32 1

=   (%12   %13%32)
= (%12   %13%23)
Ηενχε
%1 2:3 =
%12   %13%23π
(1 Ρ213)(1 Ρ223)
9 Αππενδιξ Β: Τοολβοξ
∆υε το ιτσ ινχρεασινγ ποπυλαριτψ ανδ αππλιχαβιλιτψ ιντο α ωιδε ρανγε οφ ελδσ, τηε αµουντ οφ ωαϖελετ−
ρελατεδ σοφτωαρε ηασ βεεν γροωινγ ατ αν ενορµουσ ρατε. Απαρτ φροµ χοµµερχιαλ σχιεντιχ χοµπυτινγ
σοφτωαρε συχη ασ Ματλαβ, ωηιχη νοω ιντεγρατεσ ωαϖελετ αναλψσισ παχκαγεσ,24 τηερε αρε αλσο µανψ
φρεε−ωαρε ωαϖελετ σοφτωαρε τοολκιτσ αϖαιλαβλε. Νατυραλλψ, τηεσε φρεε−ωαρε παχκαγεσ υσυαλλψ ρεεχτ τηε
µαιν ελδ οφ ιντερεστ οφ τηειρ αυτηορσ ανδ αρε οριεντεδ το υσε ιν σπεχιχ αππλιχατιονσ. Λιστσ οφ ωαϖελετ
σοφτωαρε, ωιτη α βριεφ δεσχριπτιον οφ ιτσ µαιν φεατυρεσ, χαν βε φουνδ ιν τηε φολλοωινγ σιτεσ:
24Ματη Ωορκσ Ωαϖελετ Τοολβοξ φορ Ματλαβ, ωηιχη ινχλυδεσ α λαργε χολλεχτιον οφ Μ−λεσ ανδ αλσο ΓΥΙ−βασεδ τοολσ
φορ ωαϖελετσ. Τηε χηοιχε οφ ωαϖελετσ το βε υσεδ ιν τηε ΧΩΤ ισ λαργε ανδ τηε ΓΥΙ ιντερφαχε µακεσ τηε υσε οφ τηε τοολβοξ
σπεχιαλλψ σιµπλε. Τηε αβιλιτψ το χοµπυτε τηε ωαϖελετ χοηερενχε, χροσσ σπεχτρυµ ανδ τηε χονε−οφ−ινυενχε ωασ ονλψ
ϖερψ ρεχεντλψ αδδεδ το τηε τοολβοξ (Ωαϖελετ Τοολβοξ 4.6, ρελεασεδ ιν Σεπτεµβερ 2010) ανδ τηισ ωασ ονε οφ τηε ρεασονσ
ωηψ τηε τοολβοξ χουλδ νοτ βε υσεδ βεφορε ιν ουρ ωορκ. Ηοωεϖερ τηισ τοολβοξ στιλλ δοεσ νοτ ινχλυδε σιγνιχανχε τεστινγ,
ωηιχη ισ α µαϕορ σηορτχοµινγ.
34
 ηττπ://ωωω.αµαρα.χοµ/χυρρεντ/ωαϖεσοφτ.ητµλ, ανδ
 ηττπ://ωωω.ωαϖελετ.οργ/πηπΒΒ2/γαλλερψ.πηπ?χ=Σοφτωαρε.
Τηερε αρε σοµε Ματλαβ τοολβοξεσ τηατ αρε χλοσελψ ρελατεδ ωιτη ουρ τοολβοξ (ι.ε. ωηιχη αρε
χονχερνεδ ωιτη τηε χοµπυτατιον οφ χοντινυουσ ωαϖελετ τοολσ).
 Τορρενχε ανδ Χοµπο  Α τοολβοξ δεϖελοπεδ βψ Χ. Τορρενχε ανδ Γ. Π. Χοµπο ανδ αϖαιλαβλε
ατ ηττπ://ατοχ.χολοραδο.εδυ/ρεσεαρχη/ωαϖελετσ. Τηισ τοολβοξ ωασ δεϖελοπεδ ιν χοννεχτιον ωιτη
τηε σεµιναλ παπερ βψ Τορρενχε ανδ Χοµπο (1998) ανδ χαν βε χονσιδερεδ ασ τηε µοτηερ∀ οφ
αλλ τηε τοολβοξεσ δεϖελοπεδ λατερ (αλλ οφ ωηιχη, ινχλυδινγ ουρ οων, ινχορπορατε ορ αδαπτ σοµε
οφ ιτσ φυνχτιονσ). Ιτ χοµπυτεσ ονλψ τηε ΧΩΤ ανδ χορρεσπονδινγ λεϖελσ οφ σιγνιχανχε. 25 Τηε
ωαϖελετσ ωηιχη χαν βε υσεδ αρε: τηε Μορλετ ωαϖελετ, τηε Παυλ ωαϖελετ (α παρτιχυλαρ χασε οφ τηε
ΓΜΩσ) ανδ τηε ∆ΟΓ (∆εριϖατιϖε οφ Γαυσσ) ωαϖελετ (τηισ ισ α ρεαλ ωαϖελετ).
 ΣΟΩΑΣ  σοφτωαρε φορ αναλψσισ ανδ σψντηεσισ, δεϖελοπεδ βψ ∆. Μαραυν ανδ ϑ. Λαεηνεµανν
ανδ αϖαιλαβλε ατ: ηττπ://τοχσψ.αγνλδ.υνι−ποτσδαµ.δε/ωαϖελετσ. Ιτ χοµπυτεσ τηε ΧΩΤ, ΞΩΤ,
ωαϖελετ χοηερενχε ανδ πηασε−δι⁄ερενχε. Ιτ µακεσ υσε οφ τηε ωαϖελετ σοφτωαρε τοολβοξ οφ Τορ−
ρενχε ανδ Χοµπο ανδ σο, τηε αϖαιλαβλε ωαϖελετσ αρε τηε σαµε ασ ιν Τορρενχε ανδ Χοµποσ
τοολβοξ: Μορλετ, Παυλ ανδ ∆ΟΓ. Σµοοτηινγ ιν τηε χοµπυτατιον οφ χοηερενχε ισ δονε ωιτη
α βοξ ωινδοω φυνχτιον (βοτη ιν τιµε ανδ ιν φρεθυενχψ). Ιτσ ιµπορταντ χοντριβυτιον ισ τηε
ποσσιβιλιτψ οφ υσινγ νοτ ονλψ ποιντωισε σιγνιχανχε τεστσ (ασ ιν ουρ χασε), βυτ αλσο αρεαωισε σιγ−
νιχανχε τεστσ; σεε Μαραυν ανδ Κυρτησ (2004) ανδ Μαραυν, Κυρτησ ανδ Ηολσχηνειδερ (2007)
φορ δεταιλσ.
 Ωαϖελετ χοηερενχε παχκαγε  τοολβοξ δεϖελοπεδ βψ Α. Γρινστεδ, ϑ. Χ. Μοορε ανδ Σ. ϑεϖρε−
ϕεϖα ανδ αϖαιλαβλε ατ: ηττπ://ωωω.πολ.αχ.υκ./ηοµε/ρεσεαρχη/ωαϖελετχοηερενχε. Ιτ χοµπυτεσ
τηε ΧΩΤ, ΞΩΤ, ωαϖελετ χοηερενχε ανδ πηασε−δι⁄ερενχε. Τηε αϖαιλαβλε ωαϖελετσ αρε: Μορλετ,
Παυλ ανδ ∆ΟΓ. Τηε σµοοτηινγ υσεδ φορ τηε χοµπυτατιον οφ χοηερενχε ισ δεσιγνεδ φορ τηε
Μορλετ ωαϖελετ, ασ δεσχριβεδ ιν τηε αππενδιξ οφ Τορρενχε ανδ Ωεβστερ (1999) (ανδ ιναδεθυατε
φορ οτηερ ωαϖελετσ).
 Ωαϖελετσ_ΒΧΜΧ  τοολβοξ δεϖελοπεδ βψ Β. Χαζελλεσ ανδ Μ. Χηαϖεζ.. Αλτηουγη τηε σιτε
ρεφερρεδ βψ τηε αυτηορσ ιν τηε παπερ βψ Χαζελλεσ ετ. αλ. (2007) ισ νοτ αϖαιλαβλε, τηε παχκαγε χαν
βε οβταινεδ εασιλψ βψ ρεθυεστ το ονε οφ τηε αυτηορσ. Ιτ χοµπυτεσ τηε ΧΩΤ, ΞΩΤ, χοηερενχε
ανδ πηασε−δι⁄ερενχε. Τηε αϖαιλαβλε ωαϖελετσ αρε: Μορλετ, Παυλ ανδ ∆ΟΓ. Σµοοτηινγ φορ χοµ−
πυτατιον οφ χοηερενχε χαν βε δονε ωιτη ϖαριουσ τψπεσ οφ ωινδοω φυνχτιονσ. Τηισ παχκαγε ηασ
τωο µαιν αδϖανταγεσ. Φιρστ, τηε στατιστιχαλ τεστσ χαν βε δονε βψ σεϖεραλ δι⁄ερεντ αππροαχηεσ,
ινχλυδινγ υσινγ Μαρκοϖ ηιδδεν προχεσσεσ, Φουριερ πηασε ρανδοµιζατιον, τηεορετιχαλ ωηιτε ανδ
ρεδ νοισε διστριβυτιονσ, ετχ. Σεχονδ, τηε ουτπυτ οπτιονσ αρε ϖερψ ριχη. Ε.γ. ονε χαν ασκ φορ
τηε ινσταντανεουσ ρελατιϖε ϖαριανχε οφ δι⁄ερεντ φρεθυενχψ βανδσ, µεανινγ τηατ, ιν εαχη ποιντ
ιν τιµε, ονε χαν χοµπυτε ωηιχη φρεθυενχιεσ χοντριβυτε µορε το τηε οϖεραλλ ϖαριανχε.
 ΑΣΤοολβοξ  τηισ ισ ουρ τοολβοξ. Ωε δεσχριβε ιτ νεξτ ωιτη σοµε δεταιλ. Ωε βυιλτ ον τηε
τοολβοξεσ οφ Τορρενχε ανδ Χοµπο ανδ Χαζελλεσ ετ αλ.. Τηισ τοολβοξ ωασ ωριττεν ωιτη εχονοµιχσ
25Α φυνχτιον το χοµπυτε τηε ωαϖελετ χοηερενχψ ισ αϖαιλαβλε ιν α Ι∆Λ ϖερσιον οφ τηισ τοολβοξ; τηερε ισ αλσο α ΦΟΡΤΡΑΝ
ϖερσιον οφ τηισ παχκαγε.
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ανδ οτηερ σοχιαλ σχιενχε αππλιχατιονσ ιν µινδ. Τηε σιγνιχανχε τεστσ αρε περφορµεδ υσινγ τηε
φαµιλιαρ ΑΡΜΑ προχεσσεσ ασ τηε νυλλ, ανδ χαν βε δονε βψ σιµπλε βοοτστραππινγ ορ σιµπλε Μοντε
Χαρλο σιµυλατιονσ. Γιϖεν τηατ ωε ονλψ υσε αναλψτιχαλ ωαϖελετσ, σιµπλε ρεχονστρυχτιον φορµυλασ
αρε αϖαιλαβλε, ωηιχη ωιλλ εασιλψ αλλοω τηε προχιεντ υσερ το αδαπτ τηε τοολβοξ το χονστρυχτ
ωαϖελετ βασεδ βανδπασσ λτερσ (φορ υσ, τηισ ισ στιλλ ωορκ ιν προγρεσσ). Ουρ τοολβοξ αλλοωσ φορ
τηε υσε οφ τηε γενεραλιζεδ Μορσε ωαϖελετ, ωηιχη ενχοµπασσ τηε µοστ ποπυλαρ αναλψτιχαλ ωαϖελετσ
(συχη ασ τηε Παυλ ωαϖελετ), ανδ τηε Μορλετ ωαϖελετ. Οφ χουρσε, τηε µοστ ιµπορταντ χοντριβυτιον
οφ ουρ τοολβοξ ισ τηε ποσσιβιλιτψ οφ χοµπυτινγ µυλτιπλε ανδ παρτιαλ ωαϖελετ χοηερενχιεσ ασ ωελλ
ασ ωηατ ωε χαλλεδ παρτιαλ πηασε−δι⁄ερενχε.
Τηε ΑΣΤοολβοξ ισ αϖαιλαβλε ατ ηττπ://σιτεσ.γοογλε.χοµ/σιτε/αγυιαρχονραρια/ϕοανασοαρεσ−ωαϖελετσ.
Τηε φολδερ ΑΣΤοολβοξ χονταινσ α σεριεσ οφ Ματλαβ φυνχτιονσ ιµπλεµεντινγ τηε χοντινυουσ ωαϖελετ
τοολσ δεσχριβεδ ιν τηισ παπερ. Ουρ µαιν οβϕεχτιϖε ωασ το χολλεχτ ιντο ονε σινγλε διρεχτορψ αλλ τηε
φυνχτιονσ νεχεσσαρψ το υσε τηεσε τοολσ ανδ αλσο το προϖιδε σοµε σχριπτσ ιλλυστρατινγ τηειρ υσε. Τηισ, ωε
ηοπε, ωιλλ ενχουραγε νεωχοµερσ το τηε ελδ το µακε τεστσ ωιτη τηειρ οων δατα ανδ µιγητ χοντριβυτε
το τηε δισσεµινατιον οφ τηε υσε οφ ωαϖελετσ, νοτ ονλψ ιν εχονοµιχσ ανδ νανχε, βυτ ποσσιβλψ ιν οτηερ
αρεασ.
Τηε φολδερ ΑΣΤοολβοξ ισ διϖιδεδ ιντο τωο συβ−φολδερσ:
1. Φυνχτιονσ  χονταινινγ αλλ τηε Ματλαβ φυνχτιονσ. Τηισ ηασ τωο συβ−φολδερσ:
 Αυξιλιαρψ  χονταινινγ σοµε αυξιλιαρψ φυνχτιονσ το, ε.γ. γενερατε συρρογατε σεριεσ ορ
χοµπυτε Φουριερ σπεχτρα; ιτ αλσο χονταινσ α φυνχτιον το χοµπυτε µεασυρεσ ασσοχιατεδ ωιτη
γενεραλιζεδ Μορσε ωαϖελετσ.
 ΩαϖελετΤρανσφορµσ  χονταινινγ φυνχτιονσ το χοµπυτε τηε (αναλψτιχ) ωαϖελετ τρανσ−
φορµ, χροσσ−ωαϖελετ τρανσφορµ, ωαϖελετ χοηερενχψ, ωαϖελετ πηασε−δι⁄ερενχε ανδ τιµε−λαγ,
µυλτιπλε χοηερενχψ, παρτιαλ χοηερενχψ ανδ παρτιαλ πηασε−δι⁄ερενχε.
2. Εξαµπλεσ  χονταινινγ Ματλαβ σχριπτσ το γενερατε τηε πιχτυρεσ ασσοχιατεδ ωιτη εαχη εξαµπλε
ανδ αππλιχατιον οφ τηισ παπερ.
Σοµε οφ ουρ φυνχτιονσ αρε βασεδ ον (παρτσ οφ) φυνχτιονσ ωριττεν βψ Χηριστοπηερ Τορρενχε ανδ
Γιλβερτ Π. Χοµπο (ηττπ://παοσ.χολοραδο.εδυ/ρεσεαρχη/ωαϖελετσ/) ανδ αλσο ον σοµε µοδιεδ ϖερσιονσ
οφ φυνχτιονσ ωριττεν βψ Βερναρδ Χαζελλεσ ανδ Μαριο Χηαϖεζ; Χαζελλεσ ετ αλ. (2007).
9.1 Ιµπλεµεντατιον δεταιλσ
Ωηεν ιµπλεµεντινγ τηε τρανσφορµσ, σοµε χηοιχεσ ηαϖε, νατυραλλψ, το βε µαδε. Ωε νοω γιϖε α βριεφ
δεσχριπτιον οφ τηε οπτιονσ µαδε ιν ουρ προγραµσ. Τηεσε χαν βε µοδιεδ, ωιτη ϖερψ λιττλε ε⁄ορτ, βψ
ανψ υσερ.
 Νορµαλιζατιον
Τηε ωαϖελετσ αρε νορµαλιζεδ το ηαϖε υνιτ ενεργψ, ι.ε. ωε υσεΚ; = 2

ε 

=
φορ τηε νορµαλιζινγ
χονσταντ, ιν τηε χασε οφ α ΓΜΩ  σεε Λιλλψ ανδ Οληεδε (2009)  ανδ φορµυλα (19), ιν τηε χασε οφ
τηε Μορλετ ωαϖελετ.
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 Φουριερ φαχτορ
Τηε χονϖερσιον οφ σχαλεσ το φρεθυενχιεσ ισ βασεδ ον τηε ενεργψ φρεθυενχψ !Ε , γιϖεν βψ (11), ι.ε.
ωε υσε φορµυλα !(σ) =
!Ε 
σ το χονϖερτ σχαλεσ το ανγυλαρ φρεθυενχιεσ. Τηισ, ιν τυρν, µεανσ τηατ ουρ
Φουριερ φαχτορ, υσεδ το χονϖερτ σχαλεσ το Φουριερ περιοδσ, ισ γιϖεν βψ
Φφ =
2
!Ε 
: (49)
 Φορµυλα φορ ΧΩΤ
Τηε ιµπλεµεντατιον οφ τηε ΧΩΤ (ανδ, ηενχε, αλσο τηε ΞΩΤ ανδ τηε ΩΧΟ) ισ βασεδ ον τηε υσε
οφ φορµυλα (46), τογετηερ ωιτη ανδ ινϖερσε ΦΦΤ.
 Σχαλεσ
Τηε σχαλεσ υσεδ ιν τηε ΧΩΤ (ΞΩΤ, ΩΧΟ) αρε χηοσεν ασ φραχτιοναλ ποωερσ οφ 2, ι.ε. τηεψ αρε οφ
τηε τψπε γιϖεν βψ (47).
 ΧΟΙ
Ωηεν ιµπλεµεντινγ ουρ αλγοριτηµσ, ωε τακε ασ δεχαψινγ τιµε το δενε τηε ΧΟΙ, τηε θυαντιτψ
γιϖεν βψ τηε ραδιυσ οφ τηε ωαϖελετ (ατ εαχη σχαλε σ), ι.ε. ωε χονσιδερ
τ = στ:
Βυτ
τ = στ () τ = 
Φφ
τ ()  = Φφ
τ
τ;
ωηερε  δενοτεσ τηε Φουριερ περιοδ χορρεσπονδινγ το σχαλε σ ανδ Φφ ισ τηε Φουριερ φαχτορ γιϖεν βψ
(49).
 Σµοοτηινγ
Τηε σµοοτηινγ προχεσσ ινϖολϖεδ ιν τηε χοηερενχψ χοµπυτατιονσ ισ δονε βψ χονϖολυτιον ωιτη
ωινδοω φυνχτιονσ ιν τιµε ανδ ιν φρεθυενχψ. Τηε τψπε ανδ σιζε οφ τηε ωινδοω χαν βε σελεχτεδ βψ
τηε υσερ. Ποσσιβλε ωινδοωσ αρε: ρεχτανγυλαρ (βοξ), τριανγυλαρ, Ηαµµινγ, Ηαννινγ, Βλαχκµαν ανδ
Βαρτλεττ.
 Σιγνιχανχε τεστσ
Τηε τεστσ οφ σιγνιχανχε αρε αλωαψσ βασεδ ον Μοντε Χαρλο σιµυλατιονσ. Τηε σιµυλατιονσ υσε
τωο δι⁄ερεντ τψπεσ οφ µετηοδσ το χονστρυχτ συρρογατε σεριεσ: (1) ττινγ αν ΑΡΜΑ(π; θ) µοδελ ανδ
βυιλδινγ νεω σαµπλεσ βψ βοοτστραπ ορ (2) ττινγ αν ΑΡΜΑ(π; θ) µοδελ ανδ χονστρυχτ νεω σαµπλεσ
βψ δραωινγ ερρορσ φροµ α Γαυσσιαν διστριβυτιον. Ιν τηε ρστ οπτιον, ωε υσε τηε ϖερψ βασιχ βοοτστραπ
τεχηνιθυε δεσχριβεδ ιν Σεχτιον 2.1 οφ Βερκοωιτζ ανδ Κιλιαν (2000) ανδ Χηαττερϕεε (1986). Ιν τηε
σεχονδ οπτιον, τηε συρρογατεσ αρε χονστρυχτεδ υσινγ τηε φυνχτιον γαρχησιµ (υνιϖαριατε ΓΑΡΧΗ
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προχεσσ σιµυλατιον) οφ τηε Εχονοµετριχσ Τοολβοξ ινχλυδεδ ιν Ματλαβ 2009. Το τ τηε ΑΡΜΑ(π; θ)
το τηε δατα, ωε µακε υσε οφ τηε φυνχτιον γαρχητ οφ τηε σαµε τοολβοξ. Τηε υσερ τηατ δοεσ νοτ ηαϖε
τηε Εχονοµετριχσ τοολβοξ χαν περφορµ σιγνιχανχε τεστσ βψ χηοοσινγ αν ΑΡΜΑ(π; 0) µοδελ ωιτη
βοοτστραπ. Ιν τηισ χασε, τηε ΑΡ(π) µοδελ ισ εστιµατεδ βψ ΟΛΣ ανδ τηε χοδε ισ σελφ−χονταινεδ ανδ
αυτονοµουσ φροµ τηε Εχονοµετριχσ τοολβοξ.
9.2 Σοφτωαρε ρεθυιρεµεντσ
Ουρ προγραµσ ωερε ωριττεν ιν Ματλαβ 2009.β. Ηοωεϖερ ωε ωερε χαρεφυλ ιν ωριτινγ ιτ ιν συχη α ωαψ
τηατ ιτ ισ φυλλψ χοµπατιβλε ωιτη ϖερσιον 7. Σοµε οφ ουρ προγραµσ µακε υσε οφ φυνχτιονσ φροµ τηε
Ματλαβ τοολβοξεσ Εχονοµετριχσ Τοολβοξ ανδ Σιγναλ Προχεσσινγ Τοολβοξ. Τηισ ισ αλωαψσ εξπλιχιτλψ
στατεδ ιν τηε φυνχτιον ανδ µαψ, ιν σοµε χασεσ, βε ϖερψ σιµπλψ ρεπλαχεδ βψ φυνχτιονσ ωριττεν βψ τηε
υσερ. Ιφ ονε περφορµσ σιγνιχανχε τεστσ βψ βοοτστραππινγ πυρε ΑΡ προχεσσεσ, τηεν τηερε ισ νο νεεδ
φορ τηε εχονοµετριχσ τοολβοξ. Τηε Σιγναλ Προχεσσινγ Τοολβοξ ισ νεεδεδ φορ σµοοτηινγ. Ιφ σµοοτηινγ
ισ δονε υσινγ α Βαρτλετ ωινδοω, τηεν τηε τοολβοξ ισ νο λονγερ νεχεσσαρψ
9.3 Λιστ οφ φυνχτιονσ
Τηε φολλοωινγ φυνχτιονσ αρε αϖαιλαβλε.
1. Φολδερ Αυξιλιαρψ
 ΑΡΟΛΣ − ΑΡ µοδελ οφ α τιµε σεριεσ βασεδ ον Ορδιναρψ Λεαστ Σθυαρεσ.
 ΦουριερΣπεχτρυµ − Παραµετριχ εστιµατε οφ τηε Φουριερ Ποωερ Σπεχτρυµ οφ α τιµε σεριεσ, βψ
ττινγ αν ΑΡΜΑ προχεσσ.
 ΓΜΩΜεασυρεσ − Σοµε µεασυρεσ ασσοχιατεδ ωιτη α γιϖεν γενεραλιζεδ Μορσε ωαϖελετ.
 ΜατριξΜαξ − Λοχαλ µαξιµα οφ α µατριξ.
 ΠροχεσσΜατριξ − Πρε−προχεσσινγ οφ χολυµνσ οφ γιϖεν µατριξ.
 ΣυρρογατεΑΡΜΑΒοοτ − Συρρογατε σεριεσ βασεδ ον ΑΡΜΑ µοδελ ανδ βοοτστραπ.
 ΣυρρογατεΑΡΜΑΕχον − Συρρογατε σεριεσ υσινγ Εχονοµετριχσ τοολβοξ.
 ΩαϖελετΣπεχτρα − Ωαϖελετ τρανσφορµσ οφ αλλ τηε χολυµνσ οφ α γιϖεν µατριξ.
2. Φολδερ ΩαϖελετΤρανσφορµσ
 ΑΩΤ − Αναλψτιχ ωαϖελετ τρανσφορµ οφ γιϖεν σεριεσ.
 ΑΩΤΟυτπυτ − ∆ι⁄ερεντ θυαντιτιεσ χοµπυτεδ φροµ α ωαϖελετ τρανσφορµ.
 ΑΩΧΟ − ωαϖελετ χοηερενχψ ανδ χροσσ−ωαϖελετ τρανσφορµ οφ τωο σεριεσ.
 ΑΩΧΟΟυτπυτ − ∆ι⁄ερεντ θυαντιτιεσ χοµπυτεδ φροµ α ωαϖελετ χοηερενχψ.
 ΜΠΑΩΧΟ − Μυλτιπλε ανδ παρτιαλ ωαϖελετ χοηερενχιεσ.
 ΜΠΑΩΧΟΟυτπυτ − ∆ι⁄ερεντ θυαντιτιεσ χοµπυτεδ φροµ µυλτιπλε ανδ παρτιαλ ωαϖελετ χο−
ηερενχιεσ.
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